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Vorwort iii

Vorwort zur Skriptversion vom 28. April 2006

Diese Version kann nun als vollstandiges Skript der Analysis-I-Vorlesung angesehen werden. Viele Dinge,
die in der ersten Version fehlten, wurden ergénzt: Die Einleitung, das Kapitel tiber Integrale, einige Be-
weise (manche werden weiterhin der Leserin zur Ubung iiberlassen), das Stichwortverzeichnis. Besonders

mochte ich auf folgende Ergdnzungen hinweisen:

> Kapitel 3: Bessere Erklarungen der logischen Grundbegriffe; Erlduterungen zur praktischen Bedeu-
tung von Injektivitat und Surjektivitit, von Komposition und inversen Abbildungen; Uberabzahl-
barkeit von R.

> Am Ende von Kapitel 5: Ergdnzende Erldauterungen zum Axiomensystem.
> Kapitel 12.1: Polarkoordinaten.

Einige Druckfehler sind auch verschwunden, aber es gibt sicher noch welche zu finden. Fiir Hinweise
bin ich dankbar. Ich danke allen, die mich auf Fehler aufmerksam gemacht haben. Auflerdem danke ich
Andreas Hettler, der das Layout noch einmal wesentlich verbessert hat, und Jorg Sauter fiir das Stichwort-
verzeichnis.

Oldenburg, den 28.4.2006

Daniel Grieser

Vorwort

Hier ist das lang ersehnte Skript zur Analysis L.

Ich hoffe, es wird Ihnen nicht nur bei der Klausurvorbereitung niitzen, sondern auch in den folgenden
Semestern als Referenz dienen.

Das Skript entstand aus Vorlesungsmitschriften einer engagierten Gruppe von Studenten, die kurz vor
Weihnachten beschlossen, diese Mitschriften auszuarbeiten. Da ein Skript aber tiber eine Vorlesungsmit-
schrift hinausgehen sollte, habe ich viele Erklarungen sowie einige Beweise, fiir die in der Vorlesung keine
Zeit war, ergédnzt.

Die Strukturierung des Skripts weicht in einigen Punkten von der Vorlesung ab: Manches, was dort ein
Lemma war, ist hier ein Satz, manche Bemerkung ist zum Lemma aufgestiegen und das eine oder andere
Beispiel zu einem Satz geworden. Daher stimmt auch die Nummerierung der Satze und Definitionen nicht
mit der in der Vorlesung {iberein. Ich hoffe, Sie konnen damit leben. Schliefslich hat die Nummerierung
keinen intrinsischen Wert, sondern war lediglich fiir das Aufschreiben der Losungen der Ubungsaufgaben
gedacht.

Es liegt in der Natur eines Skripts, vorlaufig zu sein. So fehlen noch einige Beweise und die letzten
finf Vorlesungen (ab dem 27. Januar). Das Integral erscheint damit bisher nur auf dem Titelblatt. In den
nachsten Wochen werden Sie das, was noch fehlt, auf der Webseite der Vorlesung finden.

Falls Sie Anregungen zum Skript haben oder einen Fehler entdecken sollten, lassen Sie es mich bitte
per E-Mail wissen. Eine Uberarbeitung des gesamten Skripts ist geplant.

Ich danke Uwe Batterham, Stefan Grahl, Andreas Hettler, Roman Rathje, Jérg Sauter und Hero Wanders
fur die produktive Zusammenarbeit, Christina Roolfs fiir die Gestaltung des Titelblatts und besonders

Andreas Hettler fiir den AnstofS zu diesem Projekt. Ohne sie alle wére dieses Skript nicht entstanden.

Oldenburg, den 5. Februar 2006

Daniel Grieser
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1 Einleitung

Die grofien Themen der Analysis I sind
Zahlen Konvergenz Funktionen

Zundchst werden wir uns die Zahlen genauer ansehen: Reelle, natiirliche, ganze, rationale, spdter auch
komplexe Zahlen. Als erstes die reellen Zahlen, die wichtigsten fiir die Analysis. Wir fragen:

Was kann ich mit den reellen Zahlen anstellen? Welche Eigenschaften haben Sie?

Die Axiome bilden als Grundstock »einfachster« Eigenschaften der reellen Zahlen den Ausgangspunkt
unserer Erkundungen. Alles weitere werden wir aus den Axiomen herleiten, mittels mathematischer Be-
weise.

Warum Axiome? Beweisen heifit immer, eine Aussage aus anderen Aussagen herzuleiten. Irgendwo
muss man anfangen. Am Anfang von Kapitel 2 und am Ende von Kapitel 5 finden Sie weitere Erlduterun-
gen zur »axiomatischen Methode«.

Was die Analysis zur Analysis macht und von anderen Gebieten der Mathematik, etwa der Algebra,
unterscheidet, ist die Betrachtung von Konvergenz. So verfolgen wir mathematisch den Gedanken weiter,
dass sich ein Objekt »beliebig dicht« einer Grenze anndhert. Davon kann man nur sprechen, wenn das

»Objekt« eine Dynamik in sich tragt, also etwa aus vielen Teilobjekten zusammengesetzt ist:

Dass die Zahlen 1, %, % und so weiter sich immer mehr dem Grenzwert null annidhern, driickt man
dann so aus:
. 111 .
Die Folge ( 1, Yy ) konvergiert gegen null.

Die Klammern erinnern daran, dass wir diese Abfolge einzelner Zahlen gedanklich als ein Objekt betrachten.

Konvergiert die Folge (1, %, 1, %, 1, 411’ 1, é, e ) auch gegen null?

Um diese Frage eindeutig beantworten zu konnen, brauchen wir eine genaue Beschreibung der Kon-
vergenz: eine mathematische Definition. Der mathematische Konvergenzbegriff ist so gebaut, dass die
Antwort »Nein« lautet. Obwohl ein Teil der Folge ja doch gegen null (und ein anderer Teil gegen eins)
konvergiert — dies werden wir mit Hilfe der Begriffe Teilfolge und Haufungspunkt genauer verstehen.

Mit Hilfe des Konvergenzbegriffs lassen sich dann auch kontroverse Gleichheiten wie 0,9 = 1, die
beriihmte Zenon-Paradoxie iiber Achilles und die Schildkréte und »unendliche Summen« erkldren (die
unendlichen Summen werden uns dabei als »Reihen« begegnen).

Aus Zahlen lassen sich komplexere Gebilde zusammensetzen, die Funktionen, die Verhiltnisse und
Beziehungen schaffen: Eine Funktion ordnet jeder Zahl in einer gegebenen Zahlenmenge eine Zahl in
einer anderen Zahlenmenge zu. Funktionen kann man sich mittels ihrer Graphen veranschaulichen.

Eines unserer Ziele wird es sein, qualitative Eigenschaften von Funktionen prazise zu kldren. Wie for-
muliert man mathematisch, dass der Graph einer Funktion keine Spriinge hat, oder dass er keine Ecken
hat; was ist und wie berechne ich die Fliache unter diesem Graphen? Dies fithrt auf Stetigkeit, Differen-
zierbarkeit und Integrale. Hinter all diesen Begriffen steckt die Idee der Konvergenz in verschiedenen
Verkleidungen.
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Zum anderen werden wir die wichtigsten Funktionen genau kennenlernen: Potenz, Exponentialfunkti-

on, Logarithmus und die trigonometrischen Funktionen.

Da die Analysis-I-Vorlesung am Anfang der universitiren Mathematik-Ausbildung steht, haben wir, ne-
ben der Einfiihrung in diese mathematischen Konzepte, noch mehr vor. Sie werden

eine priazise Ausdrucksweise, genaues und logisch begriindetes Umgehen mit Aussagen einiiben.
Zum Beispiel werden Sie spiter keine Schwierigkeit damit haben, die Negation der folgenden
Aussage iiber eine Folge (x1,x,x3,...) reeller Zahlen zu formulieren:

>Fiir alle € > 0 gibt es ein ng, so dass fiir alle n > ng gilt: |x,| < ec.

(Hierbei steht ¢ fiir eine reelle Zahl, und n und ng stehen fiir natiirliche Zahlen).

sich die Bedeutung mathematischer Aussagen anhand von Beispielen und durch Ubersetzung in
die Umgangssprache klarmachen. Was bedeutet die Aussage oben anschaulich? Wie unterscheidet
sie sich von folgender: >Fiir alle ¢ > 0 und alle 7y gibt es ein n > ny mit |x,| < e?

Was sind charakteristische Beispiele fiir die beiden Aussagen?

umgangssprachliche Séatze in mathematische Aussagen {ibersetzen,

einige Beweistechniken und -ideen kennenlernen: Die vollstindige Induktion, den indirekten
Beweis, auch weniger prézise Ideen wie das Extremalprinzip (siehe dazu auch die Bemerkung
nach Satz 5.1.3),

intuitive, bildliche Ideen in mathematische Beweise (oder Definitionen) tibersetzen lernen,
Rechentechniken kennenlernen, beispielsweise fiir Grenzwerte, Ableitung und Integral,

...und dabei einiges Spannende entdecken, und hoffentlich auch Freude an der Mathematik haben!

Manches hiervon werden Sie nicht in einem Semester schaffen, es braucht Zeit. Aber nicht nur Zeit,
es braucht vor allem Thren Einsatz: Ubungsaufgaben losen; Beweise der Sitze und Lemmata nicht gleich
lesen, sondern zuerst selbst versuchen sie zu finden; sich und anderen kritische Fragen stellen: Warum so

und nicht anders? Was kann man damit anfangen?

Zur Rolle von Beweisen

Eines der auffalligsten Merkmale der Mathematik ist, dass alles bewiesen wird. Warum eigentlich? Darauf

gibt es viele Antworten. Hier sind einige davon.

Bestiitigen einer Vermutung: Man stellt eine Regelméfligkeit fest und mochte sicher sein, dass sie
wirklich immer stimmt: Schreibt man die Quadratzahlen 1,4,9, 16,25, ... auf, so sieht man vielleicht,
dass die Abstdnde zwischen ihnen genau die ungeraden Zahlen 3,5,7,9,... sind. Geht das immer
so weiter?

Oder man rechnet die Formel 1 +2+---4+n = w fiir einige nattirlichen Zahlen n nach.

Stimmt sie fiir alle n?
Oder man merkt durch Probieren, dass man immer mehr Primzahlen finden kann, egal wie weit
man geht. Dann vermutet man vielleicht, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Um diese Fragen

zu beantworten, braucht man Beweise.



Spulen wir etwas vor: Ein berithmtes Beispiel, wo samtliches
Zahlenmaterial auf eine Gesetzmafiigkeit hindeutete, die sich spéter aber als
falsch herausstellte.
X
Sei 7m(x) die Anzahl der Primzahlen kleiner-gleich x, und sei Li(x) = / @
2

Samtliche Tabellen zeigten,
dass anscheinend Li(x) den Wert von 7t(x) fiir groe x sehr gut annihert,
und genauer, dass
m(x) — Li(x)

7i(x)

(2) 7t(x) immer kleiner als Li(x) ist (fiir x > 8).

(1) der relative Fehler fiir wachsendes x sehr klein wird und

Der beriihmte Primzahlsatz sagt, dass (1) tatsdchlich stimmt, also der Grenzwert

des relativen Fehlers fiir x — co gleich null ist. Es wurde lange vermutet,

dass (2) stimmt, bis John E. Littlewood zeigte, dass dies fiir gewisse sehr, sehr grofse x falsch
sein muss (Sur la distribution des nombres premiers, Paris 1914).

Ausloten der Grenze zwischen wahy und falsch: Man will einen Sachverhalt verstehen, ohne vorher eine
Vermutung zu haben. Man fragt sich vielleicht, ob /2 eine rationale Zahl ist oder nicht (bereits
populdr im alten Griechenland). Das ist zundchst unklar. Mit dem Taschenrechner oder Computer
sieht man, dass die Dezimalentwicklung anscheinend nicht periodisch ist, also vermutet man, dass

\/2 nicht rational ist. Um sicher zu sein, muss man das beweisen.

Test fiir Konzepte: Eine andere Rolle spielt oft der Beweis von »anschaulich klaren« Aussagen wie
dem Zwischenwertsatz: >Ist f eine auf einem Intervall definierte stetige Funktion und ist f an
einem Punkt positiv und an einem anderen negativ, so gibt es zwischen diesen Punkten eine Null-
stelle von f«.

Was gibt es da zu beweisen, wenn man mit Stetigkeit meint, dass man den Graphen ohne Absetzen
zeichnen kann? Dies ist zwar die Intuition fiir Stetigkeit, aber wir miissen diese Intuition in eine ma-
thematische Definition tibersetzen (um beispielsweise auch dann von Stetigkeit reden zu kénnen,
wenn wir den Graphen nicht mehr zeichnen kénnen). Dass mit dieser Definition der Zwischenwert-
satz gilt, ist ein Test dafiir, dass sie wirklich unsere Erwartungen erfiillt.

Neues verstehen: Im Rahmen von Vorlesungen haben die Beweise auch die Funktion, Konzepte ein-
zuiiben. Wer etwas {iber stetige Funktionen beweist, wird sich die Definition der Stetigkeit genau
ansehen — und dadurch ein Gefiihl dafiir bekommen, was in ihr steckt und was nicht. Das funktio-

niert aber nur, wenn Sie selbst versuchen einen Beweis zu finden, bevor Sie ihn lesen!

Kriicken fiir den Geist: Manchmal ist man doch etwas nachlédssig im Denken. Setzt man sich hin, um
einen Beweis richtig hinzuschreiben, merkt man oft, dass man eine Kleinigkeit tibersehen hat oder
einem Trugschluss aufgesessen ist.

Trotz alledem: Die Intuition, das Entwickeln von Ideen anhand von Beispielen und Bildern und unexakten
Vorstellungen, ist mindestens genauso wichtig wie das Beweisen!






2 Zahlen

2.1 Die reellen Zahlen

Wer Mathematik betreibt, fragt nicht: >Was sind die reellen Zahlen?<, sondern >Welche Eigenschaften haben die
reellen Zahlen?«. Eine Schachspielerin interessiert wahrend des Spiels ja auch nicht, woraus die Schachfigu-
ren gebaut sind, sondern nur, wie sie ziehen. Aus den Zugmaoglichkeiten der Figuren ergeben sich dann
die untiberschaubar vielen Kombinationen und Spielverldufe des Schachspiels, Theorien tiber Eroffnun-
gen, Mittel- und Endspiele und vieles mehr.

Ahnlich zum Schachspiel werden wir einige wenige Eigenschaften der reellen Zahlen als gegeben an-
nehmen (die Axiome) und daraus die ganze wunderbare Welt der Mathematik ableiten.

Trotz dieser Einschrankungen hier ein paar Bemerkungen dazu, wie man die reellen Zahlen »bauen«
kann. Mittels verschiedener Methoden (z.B. Cauchy-Folgen, Dedekind-Schnitte) lassen sich »die reellen
Zahlen konstruieren«. Hierbei muss von irgendeinem »Urkeim« angefangen werden. In den tiiblichen
Darstellungen bilden diesen entweder die natiirlichen Zahlen (die nach Kronecker »gottgegeben« sind)
oder die Mengenlehre (hierzu spéter ein wenig mehr). Was hat man von so einer Konstruktion? Sie gibt
einem die Sicherheit, dass die Axiome wirklich erfiillt werden kénnen, also nicht in sich widerspriichlich
sind — jedenfalls soweit dies fiir den »Urkeim« zutrifft. Die letzte Frage nach der Existenz des Urkeims
(d.h. in der modernen Auffassung nach der Widerspruchsfreiheit der Mengenlehre) wird sich nie kldren

lassen — aus prinzipiellen Griinden, wie Godel gezeigt hat.
In dieser Vorlesung belasse ich es also beim axiomatischen Zugang zu den reellen Zahlen.

Die Axiome gliedern sich dabei in drei Gruppen:

Die Korperaxiome
Die Anordnungsaxiome

Das Vollstandigkeitsaxiom

Wir befassen uns zunédchst mit den beiden ersten Gruppen, sehen, was wir damit anfangen konnen, spielen
gewissermaflen mit ihnen herum. Das Vollstandigkeitsaxiom wird erst spdter behandelt.

Sie werden sich vielleicht fragen: Warum gerade diese Axiome? Es gibt keine {iberzeugende Antwort,
Alternativen sind moglich. Am Ende von Kapitel 5 werden wir sehen, dass diese Axiome die reellen
Zahlen eindeutig festlegen. Das spricht fiir sie. Die Axiome sprechen aber auch fiir sich selbst: Aus dem

Gebrauch heraus werden Sie ihnen Ihre eigene Bedeutung und Begriindung geben.

Die Korperaxiome

Die Menge der reellen Zahlen, die wir axiomatisch beschreiben wollen, sei mit R bezeichnet.
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2.1.1 Korperaxiome

Auf R sind die Operationen + und - erklért, die je zwei reellen Zahlen a,b eine reelle Zahl a +b
beziehungsweise a - b zuordnen. Fiir alle a,b,c € R gilt:
Kommutativitit:

Esista+b=b+aund a-b=>b-a.

Assoziativitit:

Esist a+ (b+c)=(a+b)+cund a-(b-c)=(a-b)-c.

Existenz des neutralen Elements:
Es gibt genau ein Element 0 € R mit a +0 = a fiir alle a.

Es gibt genau ein Element 1 € R mit a - 1 = a fiir alle a.

Existenz des inversen Elements:
Fiir jedes 2 € R gibtesein b € R mit a+b =0.

Fiir jedes 2 € R mit a2 # 0 gibtesein b € R mit a-b =1.
Esist 0 # 1.

Distributivgesetz:

Esista-(b+c¢)=a-b+a-c.

Bemerkung: a-b+a-c istals (a-b)+ (a-c) zu verstehen, wir verwenden also die Konvention >Punkt-

rechnung geht vor Strichrechnung:.

2.1.2 Definition

Eine Menge zusammen mit den Operationen 4 und -, die diese Axiome erfiillen, heifst
Korper field -

Bemerkung: Es gibt auch andere Korper, so zum Beispiel den Korper

+]0 1 - lo 1
Ky = {0,1} mit den Operationen o |0 1 und o |0 o

1 1 (6] 1 (6] 1

2.1.3 Lemma

Das inverse Element fiir 4+ und - ist eindeutig bestimmt.

Beweis: Sei 4 € R. Angenommen, es gilt a+b = 0 und auch a+b' =0 mit b € R und b’ € R. Zu

zeigen ist, dass b = b’ . Idee zu diesem Beweis: Man vereinfacht auf zwei Arten b+a+b':

b=b+0 neutrales Element bzgl. der Addition
=b+(a+b) Definition von b’
=(b+a)+V Assoziativitit der Addition
=(a+b)+V Kommutativitit der Addition
=0+V Definition von b
=0 +0 Kommutativitdt der Addition

=v neutrales Element bzgl. der Addition O
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Bemerkung: >Zu zeigen< und >Idee« sind fiir den formalen Beweisaufbau tiberfliissig und dienen hier nur

der besseren Lesbarkeit. Der Beweis fiir die Multiplikation verlduft analog dazu.

2.1.4 Definition
Zu a € R sei —a das beziiglich 4 inverse Element. Zur Abkiirzung schreibt man:
a—b>b \il a+(=b)
ist definiert als

Zua€R,a#0sei a~ ! dasbeziiglich - inverse Element. Man schreibt auch:

% = a-b!
2.1.5 Lemma
Fiir alle a,b € R gilt:
(a) —(—a) =a
(b) (@)™ = g, fallsa #0
(© (—a)+(=b) = —(a+Db)
(d) al-b7! = (a-b)7!, fallsa #0und b # 0
(e) a-0 =0
() a-(=b) = —(a-b)
(8) (=a)-(=b) = a-b
(h) a-b=0 < a=0o0derb=0

Beweis: Seien 4,b,c € R.

(a) Per Definition ist a + (—a) = 0. Wegen der Kommutativitdt der Addition folgt (—a) +a = 0. Nach
Definition des Inversen der Addition ist also —(—a) =a.

(b) Per Definition ist a-a~! = 1. Wegen der Kommutativitit der Multiplikation folgt a~! -a = 1. Nach

Definition des Inversen der Multiplikation ist also (a=1)~! =a.

(c) Es gilt ((=a)+ (=b)) + (a+b) = (a+b)+ ((—a) + (=)
=a+b+(—a)+(-b)
=a+(—a)+b+(-b)
= (a+(=a)) + (b+ (D))
=0+0=0
Wir haben hier das Assoziativitdtsgesetz recht grofizligig verwendet, streng genommen fehlen ein
paar Zwischenschritte. Mit der Definition des Inversen der Addition folgt schlieflich (—a) + (—b) =
—(a+Db).
(d) Sei a # 0 und b # 0. Also existieren a~! und b~! und es ist

(a’l -b’l) (a-b)=(a-b)- (a’1 -b’l)
-1 _b—l

=a-b-a
a-al-b-p!
(a-a)-(b-b7)
=1-1=1.

Nach der Definition des Inversen der Multiplikation folgt also a=!-b~! = (a-b)~!.
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(e) Es gilt:
a-0=a-(0+0) Neutrales *
damit folgt: a-0=a-04+a-0 Distributivgesetz
damit folgt:  a-0+ (—(a-0)) =a-0+a-0+ (—(a-0)) Addition von —(a-0)
damit folgt: 0=a-0+(a-0+(—(a-0))) Assoz. T, Inverses *
damit folgt: 0=a-0 Inverses *
B Bs gilt a-(=b)+a-b=a-b+a-(-b)
=a-(b+(=b))
—a-0
@

Nach der Definition des Inversen der Addition folgt also: a - (—b) = —(a-b).

(g) Es gilt:

(h) Zunichst zeigen wir: Wenn a = 0 oder b = 0 gilt, dannist a-b = 0. Zwei Fille sind zu unterschei-
den: Erstens b = 0: Dies ist gerade (e). Zweitens a = 0: Dann gilt wegen der Kommutativitdt der
Multiplikation a-b=b-a="5b-0 @,

Nun zeigen wir: Wenn a-b = 0 gilt, dann ist 2 = 0 oder b = 0. Wir fithren dazu einen indirekten

Beweis und zeigen stattdessen:

nicht (a = 0 oder b = 0) L nicht (a-b=0)
gleichwertig: nicht a =0 und nichtb=0 = a-b#0
gleichwertig: a #0und b #0 L oab #0

Da b # 0 ist, existiert b~1. Falls jetzt a-b = 0 wire, so wiirde (a-D) - bl =0-p1 folgen.
Damit folgt wegen Assoziativitit und Kommutativitat der Multiplikation a- (b-b~!) = b~1 -0, also
a-1=0.Und dies steht im Widerspruch zu unserer Annahme a # 0. Damit folgt die Behauptung.D

Die Anordnungsaxiome

2.1.6 Anordnungsaxiome

Auf R ist eine Relation »kleiner-als« erklirt, d. h. fiir jedes Paar (a,b) reeller Zahlen ist entweder

a < b oder nicht a < b, auch geschrieben a £ b. Fiir alle a,b,c € R gilt:

entweder a < b oder a =b oder b <a Trichotomie
a<bund b<c = a<c Transitivitit
a <b und c beliebig = a+c<b+c Vertriglichkeit mit +

a<bund 0<c = a-c<b-c Vertrdglichkeit mit
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Wir verwenden die Schreibweisen:
a>b heiit b<a.
a<b heiit a<bodera=50b.
a>b heist a>bodera=5».

2.1.7 Lemma

Mit a,b € R gilt:

(1) a<0,b<0 = a+b<0.
a>0,b>0 = a+b>0.
a<0 = —a>0.

(2) Mit a #£0 gilt: a-a>0.

() 1>0.

Man schreibt statt 4 -a auch a2.

Beweis:

(1) Seien a < 0 und b < 0. Aus a < 0 und der Vertraglichkeit mit der Addition folgt a+b <0+b=10.
Also ist a+b < b. Aulerdem ist b < 0, damit folgt aus der Transitivitit a + b < 0. Die zweite
Behauptung zeigt man dhnlich. Die dritte folgt durch Addition von —a auf beiden Seiten.

(2) Zwei Fille:

a>0: Esist 0 < a. Daraus folgt wegen der Vertraglichkeit mit der Multiplikation dann 0-a =0 <

a-a=a?.

a<0: Aus (1) folgt —a > 0. Nach dem ersten Fall ist dann (—a)(—a) >0, also a-a =a?> > 0.

(3) Esgilt 1=1-1= 12 . Wende nun den zweiten Fall auf 2 = 1 an. a

Das Vollstindigkeitsaxiom

Siehe 5.1.4.

2.2 Die natiirlichen und die ganzen Zahlen

Intuitiv: IN = {1, 1+1,1+1+1,... } . Und diese sind alle voneinander verschieden:
=2 =3

+ + +
0<1 LTy 041<141, dhl1<2 Xy 5 og Yool 53y IS 4 5

Bemerkung: Im zwei-elementigen Korper K gilt dies nicht, dennesist 0 =1+1 und 1 =1+1+1.
Daraus folgt, dass K, nicht angeordnet werden kann. Ein angeordneter Korper ist ein Korper mit einer
»kleiner-als«—Relation, die die Anordnungsaxiome erfiillt.

Wir wollen IN ohne >... < definieren. Dies geht mit einem »Irick«, der einem auch gleich das Induktions-

prinzip gratis mitliefert:
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2.2.1 Definition
Eine Teilmenge (s. Def. 3.2.1) M C R heifit induktiv, falls gilt:
(1) 1 istin M.

(2) Wenn x € M ist, dann ist auch x +1 € M.

Beispiele:
clspiele M=R oder {1,23,..} oder {7,122}

Die letzten beiden Mengen sind bisher nicht definiert (sowas wollen wir ja gerade definieren!) und nur
zur Anschauung angefiihrt.

2.2.2 Definition (die natiirlichen Zahlen patural numbers)
N = m M := {x € R: Fiir jede induktive Menge M C R gilt x € M}

MCR
M induktiv

Dies setzt die Idee um, dass alles, was man von Eins aus durch wiederholtes Addieren von Eins erreichen
kann, zu IN gehort (zum Beispiel ist 3 € IN, da mit 1 auch 2 in jeder induktiven Menge ist und dann
auch 3), aber nichts anderes (z.B. ist 2,5 ¢ IN, denn offenbar ist {1,2} U {x € R: x > 3} induktiv und
enthélt 2,5 nicht). Zur Bedeutung von U siehe Definition 3.2.1. Gleichzeitig kommt die Definition ohne
>...< aus. Ziemlich genial, was?

2.2.3 Lemma

(1) N ist induktiv.
(2) Falls M C IN und M induktiv, so ist M = IN.
Beweis:
(1) Drei Eigenschaften sind zu zeigen:

(@) IN C R. Wegen der Definition von IN als Schnitt {iber Teilmengen von R ist auch IN C R.
(b) 1€ N.

Da IN die Schnittmenge aller induktiven Mengen ist und fiir jede induktive Menge M gilt:
1 € M, folgt mit der Definition der Schnittmenge: 1 € IN.

() xeN=x+1€eN.

Sei x € IN. Per Definition ist x € M fiir jedes induktive M. Also ist x +1 € M fiir jedes
induktive M. Nach der Definition folgt x +1 € IN.

(2) Nach Annahme ist M induktiv. Damit folgt nach der Definition von IN, dass N C M. Mit M C IN
folgt dann M = N. O

2.3 Das Prinzip der vollstindigen Induktion

2.3.1 Satz

Fiir jedes n € N sei A(n) eine Aussage tiber die natiirliche Zahl . Falls gilt:
(1) A(n) ist wahr fir n =1.
(2) Firalle n € N gilt: Aus der Giiltigkeit von A(n) folgt auch die Gltigkeit von A(n+1).

Dann ist A(n) wahr fiir alle natiirlichen Zahlen .
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Beweis: Sei M := {n € IN: A(n) ist wahr}. Mit (1) folgt, dass 1 € M, und (2) zeigt, dass aus n € M
auch n+1 € M folgt.

Nach Definition 2.2.1 ist M somit induktiv. AufSerdem ist M eine Teilmenge von IN. Mit Teil (2) des
Lemmas 2.2.3 folgt dann, dass M gleich N ist. O

Bemerkung: Der Induktionsanfang besteht aus A(1) und dessen Beweis. Die Induktionsannahme ist
»A(n) gilt«. Der Induktionsschritt ist der Beweis von >Aus A(n) folgt A(n+1)<.

Induktionsbeweise strukturiert man am besten einheitlich, etwa so:

Induktionsanfang (n = 1): <Beweis der Behauptung fiir n = 1>.
Induktionsschlufs (n ~ n+41): <Beweis, dass aus der Wahrheit der Behauptung fiir n
die Wahrheit der Behauptung fiir n+ 1 folgt>.

Mit vollstdndiger Induktion kénnen wir zum Beispiel nachpriifen, dass die etwas abstrakt definierten
nattirlichen Zahlen wirklich einige unserer Erwartungen erfiillen.

2.3.2 Lemma

Wenn n € N und m € N sind, dann gilt:
(1) n+melN

(2) n-meNN

Beweis: Zur Illustration des Beweisprinzips der vollstindigen Induktion formulieren wir den Beweis von
(1) in direktem Bezug auf Satz 2.3.1 und den Beweis von (2) in dem oben angegebenen Schema. Beides ist
nattirlich gleichwertig.
(1) Sei m € N.Zu n € N sei A(n) die Aussage >n +m € IN«.
Die Aussage A(1) =>14m € N« ist wahr, da IN induktiv ist.

Ist weiterhin n € N und A(n) wahr, also n+m € IN, dann folgt (n+m)+1 € N, da N induktiv
ist. Also ist nach dem Kommutativgesetz auch (n+1)+m € N, d.h. A(n+1) ist ebenfalls wahr.

Nach Satz 2.3.1 ist A(n) also fiir alle n € IN wahr.

(2) Sei m € IN. Wir beweisen die Behauptung mit vollstandiger Induktion {iber .
Induktionsanfang (n =1): 1-m € IN ist wegen 1-m = m nach Voraussetzung wahr.

Induktionsschluss (1 ~» 1 +1): Angenommen, 7 -m € IN. Dann folgt aus (1), dass (n-m)+m € IN.
Nach dem Distributivgesetz folgt, dass (n+ 1) -m € IN, was zu zeigen war. O

Auch bei Definitionen kann man mittels vollstindiger Induktion unpréazise Piinktchen vermeiden: Wenn
wir z.B. fir x € R informell 2. 3. .2

schreiben, so meinen wir genauer:
2.3.3 Definition
Fir x € R und n € N wird x" induktiv definiert durch:
(1) =«
b)) sl o= 5t o

Dass dies x™ fiir alle n € IN definiert, folgt aus Satz 2.3.1: Ist A(n) die Aussage >x" ist definiert, so gilt
A(1) wegen (1) und >Aus A(n) folgt A(n+1) fiir alle n € N« aus (2).
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Ein weiteres Beispiel einer induktiven Definition:

2.3.4 Definition
Sei f:IN — R, d.h. f ordnetjedem n € N ein f(n) € R zu (s.a. Def. 3.3.1).

if(l) = f(1)+ f(2) + - -- + f(n) ist definiert durch:
=1

n+1

@ D f)=fln+1)+>_f(i)
i=1

i=1

Beispiel: Wir behaupten, es gilt firalle n € N: 1+2+---4+n = Xn: i = n(n; D
Wir beweisen dies durch vollstandige Induktion nach #: -
Induktionsanfang (n =1): 1 £ % =1 ist wahr.

Induktionsschluss (7 ~» n+1): Angenommen, es gilt 1 +2+---+n = ”(n; D) .
Dannist 142+ -+ (n+1) 2 (1424 tn)+ (1) 22 20D gy

o (n+1)(n+2) _ (n+1)((n+1)+1)
o o 2 - 2

Die Behauptung gilt somit nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion fiir alle n € IN. O

ebenfalls wahr.

Eine andere Beweisidee fiir die Formel (angeblich nach Carl Friedrich Gauf):
1+ 24+

+ n +(n—1)+--+ 1
=m+)+m+1)+--+(n+1)=n-(n+1)

Bemerkung: Dieser Beweis zeigt, woher die Formel 1 +2+.--+n = n(n ; 1) kommt, der Induktions-

beweis zeigt dies nicht. Dies ist ein Nachteil fast aller Induktionsbeweise: Man muss die mit Induktion zu
beweisende Aussage erst formulieren, die Formel erst kennen. Manchmal findet man eine Formel durch
Raten.

Findet man einen Beweis ohne Induktion, ist dies meist »schoner« oder befriedigender, man hat den
Eindruck, mehr verstanden zu haben.

Wir werden im Folgenden haufig ziemlich »offensichtliche« Aussagen ohne Beweis verwenden, die aus
den Axiomen leicht mittels vollstdandiger Induktion zu beweisen sind, beispielsweise:

n n

n n m m n
S ai+Y bi=> (aj+bj) oder > > a;=> > a; oder (xy)"=x"y"
i=1 i=1

i=1 i=1j=1 j=1i=1
Ebenso werden wir manchmal Dinge mit »usw.-Plinktchen« definieren, wenn klar ist, wie man dies in

eine korrekte Induktionsdefinition umsetzt.

Induktionsbeweise konnen auch mit anderen Werten als 1 starten. Soll eine Aussage fiir alle natiirlichen
Zahlen n > 5 bewiesen werden, so zeigt man, dass sie fiir n = 5 gilt und dass aus der Giiltigkeit fiir n
(mit n > 5) die Giiltigkeit der Aussage fiir n +1 folgt.
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2.3.5 Definition (die ganzen Zahlen jntegers)
Z ={xeR: xcN oder x=0 oder —xe N} =NU{0}U{—n:neN}

Man zeigt leicht, dass zum Beispiel mit n,m € Z auch n+m und n-m € Z gilt. Weiterhin gelten in Z
alle Korperaxiome mit Ausnahme der Existenz multiplikativer Inverser.

Als weitere Notation fithren wir ein: No = NU {0}

2.4 Die rationalen Zahlen

2.4.1 Definition (die rationalen Zahlen rational numbers)
n
Q .:{%. m,n € Z und m;«éO}C]R

2.4.2 Satz

Q bildet mit den Operationen + und - einen Koérper.
Man kann den Beweis hiervon etwas {ibersichtlicher gestalten, wenn man zunédchst beobachtet:

2.4.3 Lemma

Sei K mit + und - ein Korper, und sei L C K. Falls gilt:

(1) L ist abgeschlossen beztiglich + und -, d.h.:
Wenn a,b € L,dannsind a+b €L und a-b € L.

(2) Essind 0 e Lund 1€ L.

(3) L ist abgeschlossen beziiglich dem Inversen:
Wenn a € L,dannist —a € L, und wenn a4 € L und a # 0, dann ist alel.

Dann ist L mit + und - ein Korper.

Beweis: Kommutativitdt +,- /, Assoziativitit +,- y/, Neutrales Element ./, Inverses Element ./,

Distributivgesetz /. Details als Ubung. O

Beweis (Satz 2.4.2 mit Hilfe des Lemmas):

(1) Q ist abgeschlossen beziiglich Addition und Multiplikation, denn mit a,¢ € Z und b,d € Z\ {0}

ist
a ¢ _a-d+b-c
pTa- pa €Q
a ¢ __a-c
b d~b5ac @

Dies sind die Regeln der Bruchrechnung. Man leitet sie leicht aus den Kérperaxiomen her.
(2) Essind 0eQ und 1€ Q.

_ ~1
(3) Esistf%:% und (%) :%,fallsn#Oundm#O. O
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3.1 Logik
Aussagenlogik

Wir bezeichnen mit den Buchstaben A,B,C Aussagen assertion- Eine Aussage hat die Eigenschaft, ent-

weder »wahr« oder »falsch« zu sein, wobei nur diese beiden Wahrheitswerte zugelassen sind. (Ob eine

Aussage wahr oder falsch ist, kann sich unserer Kenntnis allerdings entziehen)!

Zum Beispiel: A =>1+1=2¢, B =)>Fir alle reellen Zahlen x gilt: x >0¢, C=>1=2< und
D = > Es gibt unendlich viele Primzahlen p, fiir die p + 2 ebenfalls Primzahl ist <.

Die Aussage A ist wahr, die Aussagen B und C sind falsch. Ob D wahr oder falsch ist, ist unbekannt.

3.1.1 Definition
Aus gegebenen Aussagen A, B lassen sich durch Verkniipfung mit Junktoren neue zusammenge-
setzte Aussagen bilden. Die Tabelle zeigt deren Benennung und wie die Wahrheitswerte aus den

Wahrheitswerten von A und B bestimmt werden.

»aus A folgt B«
»nicht A« »A und B« »A oder B« »wenn A, dann B« »A genau dann, wenn B«

A B - A ANB AV B A= B A< B
wow f w w w w
w f f f w f f
f w w f w w f
f f w f f w w

—  Negation A Konjunktion = Implikation

V  Disjunktion < Biimplikation

Bemerkung: Die Definition ist so angelegt, dass sie dem umgangssprachlichen Gebrauch weitgehend
entspricht. Das >V« meint dabei immer das »einschliefende oder«, d.h. »>A V B« ist auch dann wahr,
wenn sowohl A als auch B wahr sind, was in der Umgangssprache nicht immer der Fall ist: Vater zum

Kind: Willst du ein Eis oder einen Kaugummi?

3.1.2 Satz
Folgende Aussagen, Tautologien, sind allein aus logischen Griinden heraus immer wahr:
-—A & A Gesetz der doppelten Verneinung
A=B & -B=-A Kontrapositionsgesetz
A=B <& -(AA-B) (fur indirekten Beweis)
-(AAB) & —AV-B De Morgan’sches Gesetz
-(AVB) & —-AA-B De Morgan’sches Gesetz

Beweis (der ersten beiden Tautologien):
Ist der Wahrheitswertverlauf der lin-

A B|l4 & —mA]A=8 & -B=-4 ken und rechten Seite der Biimplika-
wooww w w w w w tion gleich (sind also die einzelnen
w o f|lw w w f w f Teilaussagen gleichwertig), so folgt
f w| f w f w w w nach Definition 3.1.1, dass die Aus-
f f f w f w w w g sage unter allen Umstinden wahr ist.

15
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Quantoren

Betrachten wir einen Ausdruck wie A(x) =>x > 0«.

Fiir was steht hier x? Die Bedeutung der Variable x wird festgelegt, indem man den Wertevorrat
(auch Objektbereich genannt) der moglichen Ersetzungen fiir diese Variable angibt, z. B. die reellen Zahlen.
Der Ausdruck A(x) wird so zur Aussageform, denn es ist damit zwar bekannt, welche Objekte man fiir
x einsetzen darf, es wird aber kein einzelnes Objekt festgelegt. Die freie Variable x wird in Klammern
geschrieben, um dies kenntlich zu machen.

Ersetzt man die freie Variable in der Aussageform durch ein Element des Wertevorrats, im Beispiel
eine reelle Zahl, dann erhélt man eine Aussage: A(1) =>1 > 0«<. Diese Aussage ist wahr. Die Aussage
A(=5) =>—>5 > 0< hingegen ist falsch.

Vielleicht mochte man aber eine Behauptung dartiber aufstellen, dass etwas fiir alle reellen Zahlen gilt:
B = Fiir alle reellen Zahlen x gilt: x > 0 <.

Das ist wieder eine Aussage, sie ist falsch. In der Aussage B ist x jetzt eine gebundene Variable : Das
x stellt innerhalb der Aussage B nur noch einen Platzhalter dar, der auch gefahrlos durch einen anderen
Platzhalter ersetzt werden kann: Die Aussage B ist zum Beispiel gleichwertig (auch dquivalent genannt)
zu > Fiir alle reellen Zahlen u gilt: u > 0 <. Nur wenn aus dem Kontext klar ist, dass man nur von reellen
Zahlen redet, darf man auch schreiben: > Fiir alle u gilt: u > 0 <.

Aus einem Ausdruck wie A(x) lassen sich also verschiedene Aussageformen bilden, je nachdem, wel-
chen Wertevorrat man wahlt. Und aus diesen Aussageformen lassen sich unterschiedliche Aussagen bil-
den:

» Fiir alle natiirlichen Zahlen x gilt: x > 0 <. Korrekt!

> Es gibt eine reelle Zahl x mit: x > 0 <. Korrekt! Und nun eine kiirzere Schreibweise:

3.1.3 Definition

Bezeichne A(x) eine Aussageform mit freier Variable x, M den Wertevorrat fiir x.

Die Aussage V A(x) ist wahr, wenn A(x) wahr ist fiir alle x € M.
xXeEM

Die Aussage 3 A(x) istwahr, wenn A(x) wahr ist fiir mindestens ein x € M.
XeEM

Bemerkung: In der Aussage VM A(x) wird die Variable x durch den Allquantor yniversal quantifier
xe

gebunden. Die Aussage ist also zum Beispiel gleichwertig mit GVM A(y) . Zwischen dem Allquantor und
Y

dem Existenzquantor eistential quantifier besteht folgende wichtige Beziehung;:

-V Alx) & 3 -A((x)

xeM xeM
-3 A A
xeM (x) < xevM (x)

Ein Beispiel zur Anwendung: Um zu zeigen, dass es nicht stimmt, dass A(x) fur alle x € M gilt, kann
man genauso gut zeigen, dass A(x) fiir mindestens ein x € M nicht stimmt. Also:

Die beiden Quantoren werden beim Durchziehen einer Negation vertauscht!
Beispiele:

(1) VIR x% > 0 ist eine wahre Aussage.
xe

2 (V. dn>x) & I -3 n>x & I V a(n>x).
xeR neN xeR nelN xeR nelN

Alle drei Aussagen sind falsch.
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3.2 Etwas Mengenlehre

Eine Menge st M ist eine Sammlung von Objekten, wobei fiir jedes Objekt x aus dem Bereich aller
moglichen Objekte feststeht, ob es zur Menge M gehort x € M oder nicht x € M .
Wir lassen auch Mengen selbst als Objekte zu. Ist man allzu freiziigig, gibt es Probleme:

Sei M = Die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten.
Dann kann weder M € M noch M ¢ M wahr sein, wie man sich leicht tiberzeugt. Also ist M keine
Menge!

Genaueres hierzu findet man in Biichern {iber Mengenlehre. Es gibt keine Probleme, wenn man nur
solche Objekte betrachtet, die aus bereits bekannten bestehen, also etwa Zahlen, Mengen von Zahlen, Fol-
gen von Zahlen, Funktionen, Mengen von Funktionen etc. Dies wird im Axiomensystem der Mengenlehre

(meist Z-F-Axiome nach Zermelo und Frédnkel) prazisiert.

Beispiele: {1}, N, R, {x e R: x>0}, {n € N : n ist Summe zweier Primzahlen} .

Bemerkung: Die letzten beiden Mengen sind wahlerisch: Es werden nur diejenigen Objekte zur Menge
zugelassen, welche die einschrankende Bedingung hinter dem Doppelpunkt erfiillen.

Weiter ist {1,3} = {3,1} = {1,3,1}. Das heifit, bei Mengen kommt es nicht auf die Reihenfolge an,
und Mehrfachnennung ist zwar erlaubt, bringt aber nichts Neues.

3.2.1 Definition

@ = Die Menge ohne Element leere Menge empty set
MNN = {x: x€ Mund x € N} Schnittmenge intersection
MUN = {x: x€ Moderx € N} Vereinigungsmenge ynion
M\N = {x: x € Mund nicht x € N} Differenzmenge set difference
P(M) := Die Menge aller Teilmengen von M Potenzmenge power set
M XN = {(mn): me Mundn € N} Produktmenge cartesian product

MCN & Viem: XE€N Teilmenge subset

Ist I eine Menge, und ist fiir jedes i € I eine Menge M; gegeben, so sind der
allgemeine Durchschnitt und die allgemeine Vereinigung definiert durch:

ﬂ M; = {x:xe M;fiurallei € I} U M; = {x: x € M; fiir mindestens ein i € [}
i€l i€l

Bemerkung: In der Definition wurde die Bezeichnung (m,n) fiir das geordnete Paar ordered pair , beste-
hend aus m und n, verwendet. Im Unterschied zu Mengen ist hier (m,n) # (n,m) , auler wenn zufillig
m = n sein sollte.

Man schreibt M UN fiir MUN, wenn M NN =@ und bezeichnet dies als disjunkte Vereinigung .

Beispiele:
M={1,2} = PM)=/{o{1},{2}{12}}

M=0 = PM)=/{0}

Beachte: M # P(M), denn M hat kein Element, wihrend P (M) das eine Element @ hat! Ebenso ist die
Zahl 1 nicht gleich der Menge {1}.
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3.3 Abbildungen

3.3.1 Definition
Seien M, N Mengen.
Eine Abbildung mapping f von M nach N ftM—N
ordnet jedem Element x € M ein Element f(x) € N zu: x— f(x)
Fir N =R (oder C) wird f auch Funktion fynction genannt.

Bezeichnungen: M Definitionsbereich domain, N Wertevorrat range -

Der Graph graph von f: M — N ist die Menge {(x, f(x)): x € M} C M X N.
Beispiele:
(1) f:{1,2} =R, f(1):=0 und f(2):=—73.
(2) f:R—R, f(x):=x?, oder in anderer Schreibweise: f:R — R, x — x2 .

3.3.2 Definition
Seien a,b € R und a <b.

Die endlichen Intervalle : Die unendlichen Intervalle :
(a,b) = {xeR: a<x<b} offenes L (a,0) = {xeR: a<x}
[a,b) = {x € R: a < x < b} halboffenes L. [a,00) = {xeR: a<x}
(a,b] == {x e R: a < x <b} halboffenes L. (—oo,b) = {xeR: x<b}
[a,b] = {x € R: a < x < b} abgeschlossenes I. (—oo,b] = {x€R: x<b}

2x falls x <

Beispiel: : 10,1} — 0,1, x+—
P f:loA= (o {2—2x falls x >

STE S

3.3.3 Definition
Sei f: M — N eine Abbildung.
f injektiv 1.1 /one-to-one < Fiir jedes y € N existiert hochstens ein x € M mit f(x) =y
f surjektiv onto < Fiirjedes y € N existiert mindestens ein x € M mit f(x) =y

f bijektiv ;-1 and onto :< Fiir jedes y € N existiert genau ein x € M mit f(x) =y

Beispiel: Sei f(x):= x? . Betrachtet man f: R — R ,soist f weder injektiv noch surjektiv. Betrachtet
man jedoch f: [0,00) — R, soist f injektiv, und betrachtet man f : [0,00) — [0,00) , soist f bijektiv.
Streng genommen sollte man fiir die beiden letzten Abbildungen andere Buchstaben verwenden, da sie

einen anderen Definitionsbereich bzw. Wertevorrat haben.

Praktische Bedeutung von Injektivitit etc. fiir das Losen von Gleichungen
Betrachten wir die Gleichung y = f(x) , fiir eine gegebene Abbildung f : M — N. Zu gegebenem
y € N mochten wir eine Losung x € M finden:

f injektiv & die Gleichung hat hochstens eine Losung fiir jedes y

f surjektiv. < die Gleichung hat mindestens eine Losung fiir jedes y

f bijektiv & die Gleichung hat genau eine Losung fiir jedes y

Zum Beispiel hat y = x> genau eine Losung x € [0,c0) fiir jedes y € [0,00), namlich x = VY-
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3.3.4 Definition
Seien M,N,L Mengen und f: M — N eine Abbildung. Sei x € M.
(1) Zu der Abbildung ¢: N — L ist die Komposition go f : M — L die Abbildung definiert

durch (gof)(x) :g(f(x))

(2) Die Abbildung ¢ : N — M heifit inverse Abbildung zu f, in Zeichen g = f~!, wenn

gilt: ) )
gof=idy und fog=idy

Hierbei bezeichnet id ,; : M — M die Identititsabbildung, id(x) = x fiir alle x € M.

Praktische Bedeutung der Komposition

Komposition heifit » f in g einsetzen«.

Beispiel: Fir M=N=L=R, f(x)= x> und g(y)= siny folgt
(g0 f)(x) = sin(x?)

Bemerkung: Warum wurde bei der Definition von g der Buchstabe y verwendet?

Formal ist es egal, welcher Buchstabe verwendet wird. Man hétte auch g(x) = sinx schreiben kénnen.
Zum Verstindnis ist es sinnvoll, verschiedene Buchstaben fiir Variablen zu verwenden, deren Rolle ver-
schieden ist. Hier ist x ein Element von M, also etwas, worauf f angewendet werden kann. y ist ein
Element von L, also etwas, das als Wert von f vorkommen kann und worauf g angewendet werden

kann. (Dass in diesem Beispiel M und L dieselbe Menge sind, spielt keine Rolle).

Diese Regel zu beachten hilft, Fehler zu vermeiden!

Mathematische Notation sollte nicht nur korrekt, sondern auch suggestiv sein.

Praktische Bedeutung der Inversen

Es gilt: Die Abbildung f : M — N ist genau dann bijektiv, wenn f eine Inverse besitzt. In diesem Fall ist
f~'(y) die eindeutige Losung der Gleichung y = f(x).

Denn go f =idy bedeutet, dass g(f(x)) = x fiir alle x € M gilt, dass also x aus dem Wert y = f(x)

zurtickerhalten werden kann (also f injektiv).

Und fog bedeutet, dass f(g(y)) =y fiiralle y € N gilt, dass also x = g(y) eine Losung von f(x) =y
ist (also f surjektiv).

Beispiel: Aufgabe: Zeige, dass f(x) = 1/1+ x? als Funktion [0,00) — [1,00) bijektiv ist und bestimme

die Umkehrabbildung. Losung:
y=1/1+x2
y>0

P2 =142

P o1= 22

x>0, y>1 /

Da alle Umformungen Aquivalenzen waren, existiert zu jedem x € [0,00) genau eine Losung y € [1,0),
also ist f bijektiv und f~1(y) = /y2 — 1.

Also im Wesentlichen:

Die zu f inverse Abbildung bestimmen <= Die Gleichung y = f(x) nach x auflosen
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3.4 Abzihlbare Mengen

3.4.1 Definition
Seien M und N zwei Mengen.
M und N sind gleichmichtig equipotent Es existiert eine Bijektion f : M — N

M ist abzdhlbar countable M ist gleichméchtig mit IN

8 ¢

M ist iiberabzdhlbar yncountable M ist nicht abzihlbar und nicht endlich

M ist hochstens abzdhlbar 5t most countable < M ist endlich oder abzihlbar

Eine Menge M ist endlich finjte mit Machtigkeit cardinality 7 € Np, falls es eine Bijektion M —
{1,...,n} gibt. ImFall n =0: M = @. Eine Menge ist unendlich infinite, wenn sie nicht endlich ist.

(Aussprache der englischen Worte: finite = fainait, aber infinite = infinit; Betonung jeweils vorne).

Die Abzidhlbarkeit von M bedeutet, dass man die Elemente von M mit natiirlichen Zahlen durchnumme-
rieren kann: Man schreibt die Elemente von M als Folge auf, wobei jedes Element von M genau einmal
vorkommt.

Redet man blof} von einer »Folge in M«, muss nicht jedes Element vorkommen:

3.4.2 Definition
Sei M eine Menge. Eine Folge sequence in M ist eine Abbildung a:IN — M.
Man schreibt (aq,4ap,...) oder (a,),eN , oder einfach (ay).

Folgen konnen auch mit dem Index 0 beginnen, also a2 : Ny — M, oder in anderer Schreibweise

(ag,a1,a2,...) bzw. (an)neN, -
3.4.3 Satz
(1) Jede Teilmenge einer hochstens abzédhlbaren Menge ist hochstens abzdhlbar.

(2) Die Vereinigung hochstens abzdhlbar vieler hochstens abzdhlbarer Mengen ist eine hochs-
tens abzahlbare Menge.

Beweis (Skizze):

(1) Ist a1,a;,... eine (moglicherweise endliche) Aufzdhlung der Elemente von M und ist N C M, so

setze . . . 3 .

i1 := >Die kleinste nattirliche Zahl i mit a; € N«,

ip == >Die kleinste nattirliche Zahl i > iy mit a; € N¢, etc.
Dann ist a;,a;,,... eine Aufzdhlung der Elemente von N.

(2) Seien Nj, Np,... hochstens abzéhlbar viele hochstens abzdhlbare Mengen. Bezeichne die Elemente
dieser Mengen Nj (fiir k > 1) mit ayy,axy,... (diese Aufzdhlung darf auch endlich sein). Die

Elemente der Vereinigung aller Nj lassen sich nun nach folgendem Schema abzéhlen:

N1={ a1 ap, 03, a4, 05, - }
1 / / /
Np = 21, 2. 923 424/
/
N3 = 31, a32, a33,
| N

a41 .
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Kommen unter den Mengen N auch endliche Mengen vor, oder ist die Anzahl der Mengen endlich,
dann treten in diesem Schema »Leerstellen« auf. In diesem Fall behilt man das Schema bei, iiber-
springt aber die Leerstellen einfach. Auch wird jedes Element tibersprungen, das in der Aufzéhlung

bereits einmal vorgekommen ist. O

3.4.4 Korollar
Z und Q sind abzihlbar.

Beweis: Offensichtlich sind Z und Q nicht endlich. Es gilt per Definition:
Z=NU{0}U{-n:neN}.
Nach Satz 3.4.3 ist Z also abzdhlbar. AuSerdem gilt
Q:{ﬁ;n,mez, m#O}: U {ﬁznez}.
" meN "
Da fiir jedes m € IN die Abbildung Z — {% in € Z} mit 7 +— % eine Bijektion ist, sind die Mengen

auf der rechten Seite abzédhlbar, also ist nach Satz 3.4.3 auch Q abzédhlbar. O

Gibt es tiberhaupt {iberabzéhlbare Mengen?

3.4.5 Satz
Die Menge der {0, 1} -Folgen ist iiberabzéhlbar.
(Also die Menge der Folgen (aq,4ap,...) mitallen a; € {0,1}).

Beweis: Sei F die Menge der {0,1}-Folgen. Angenommen, F wére abzihlbar. Das hieBe, dass es Folgen
fi, fa,... gdbe mit F = {fy, fo,...}. Fiir jedes k € IN schreibe die Folge f; aus als fy = (41,452, -..)
mit ay; € {0,1} fiir alle k,i € N.

0 falls aj — 1
Definiere nun f = (by, by, b3,...) durch b; =

1 falls aj = 0.
Dann wiirden sich die Folgen f und f; zumindest an der i-ten Stelle unterscheiden (also f # f; fiir alle
i), denn per Definition ist b; # a;; . Dies steht im Widerspruch zu f € F und F = {f1, f»,... }. O

3.4.6 Korollar
P(IN) ist tiberabzdhlbar.

Beweis: Sei F die Menge aller {0,1}-Folgen. Definiere eine Abbildung 1 : P(N) — {f: f € F} auf
folgende Weise: Ist A € P(IN), also A C IN, so ordne A die {0,1}-Folge (aq,4a3,a3,...) zu, die durch

1 fallsie A
a; =
" lo fallsig A
definiert wird. Da es zu jeder {0,1}-Folge ein A und zu jedem A eine {0,1}-Folge gibt, ist /i eine
Bijektion. Mit Satz 3.4.5 folgt dann, dass auch P(IN) iiberabzahlbar ist. O

Bemerkung: Analog hierzu:
Sei F, := {(a1,...,a,) : a; € {0,1}}; die Elemente von F nennt man {0,1} — n -Tupel.
Dannist h:P({1,2,3,...,n}) — F, mit A+ (ay,ap,a3,...,a,) eine Bijektion.

Aus Satz 3.4.5 erhdlt man nun einen der grofien Unterschiede zwischen Q und R.
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3.4.7 Satz
Die Menge R ist tiberabzdhlbar.

Beweis: Die Idee ist leicht zu verstehen. Fiir die Details miissen wir ein wenig vorgreifen, denn dies ist
ohne das Vollstandigkeitsaxiom nicht zu beweisen.

Die Idee ist, eine injektive Abbildung f: F — R von der Menge der {0,1}-Folgen F nach R anzuge-
ben. Hat man so ein f, so erhilt man die Behauptung: Denn f : F — f(F) ist dann bijektiv, also ist mit
F auch f(F) iiberabzdhlbar. Also hat R eine iiberabzéhlbare Teilmenge (ndmlich f(F)) und ist damit
nach Satz 3.4.3(1) auch tiberabzdhlbar.

Definiere f wie folgt: Zu a = (a1,4p,...) € F sei f(a) =0,a1a;... , wobei dies als Dezimaldarstellung
zu verstehen ist. Wie kann man das prézisieren, d. h. was bedeutet »Dezimaldarstellung«? Am einfachsten

mlttels der Reihe (»unendlichen Summe«)
a a
E 1 2
f(a)*n 1ﬂn10 n7ﬁ+ﬁ+,

deren Bedeutung in Kapitel 7 erklart werden wird. Diese Reihe »konvergiert«, was hier sehr einfach mit

o]
dem Majorantenkriterium, die Majorante ist die geometrische Reihe »° 107", zu zeigen ist.
n=1

Es bleibt die Injektivitit von f zu tiberpriifen. Intuitiv ist das klar: Zwei Zahlen mit verschiedenen
Dezimaldarstellungen sind verschieden, oder? Nicht ganz, zum Beispiel ist 0,999... = 1. Hier geht aber
trotzdem nichts schief, da nur Nullen und Einsen vorkommen.

Formal:
Zu a = (ay,ay,...) und b = (by,by,...) in F mit a #0b sei iy der kleinste Index mit a;; # bj, .
Seio.B.d.A. a;; =0 und b;, =1.

(Ohne Beschriankung der Allgemeinheit, andernfalls vertauscht man die Rolle von a und b).

Big,y— = f(b),

denn per Wahl von iy gilt a; =b; fiir i < iy. Weiter haben wir verwendet, dass 0,111... <1 gilt, denn

Dann gilt f(a) = 0,aq.. ajgj 4 < 0ap..aip 111 < 0,a1... a;,-1b;,
dies ergibt die letzte Ungleichung nach Multiplikation mit 10~ und Addition von 0,a;... a;, - Wie wir
sehen werden, ist 0,111... = % , also kleiner als 1. O



4 Etwas Kombinatorik

Wenn nicht audriicklich vermerkt, seien alle Mengen in diesem Kapitel endlich.

4.1.1 Definition

Sei M eine Menge. Dann bezeichnet #M die Anzahl der Elemente in M.

4.1.2 Satz
Sind M und N Mengen, gilt: #(M x N) = (#M) - (#N).

Zur Abwechslung beweisen wir dies einmal ausfiihrlich, mit vollstindiger Induktion.
Beweis: Zur Abkiirzung bezeichne X, im Folgenden eine 7 -elementige Menge. Wir zeigen die Behaup-
tung mit Hilfe der vollstindigen Induktion tiber #M = n. Seien also M, und N Mengen.
Induktionsanfang (n = 1): #(M; x N) = #({m} x {ny,ny,n3,...})
=#{(m,ny), (m,ny),(m,n3z),...} =#N =1-#N = (#M;) - (#N).

Induktionsschritt (n ~» n +1): Angenommen, die Behauptung gilt fiir ein beliebiges, aber festes 1 € IN..
Sei Mj41 =M, JA mit #A =1 und #M,, = n. Damit folgt:
#(Mp41 x N) =#(MyUA) x N) =#((My x N)U(A x N)) =#(M, x N) +#(A x N)

Amn. (#My) - (#N) + (#A) - (#N) =n-(#N) +1- (#N) = (n+1) - (#N) = (#M,11)#N). D

4.1.3 Definition
Sei M eine Menge. M" =MXMX-- XM= {(m1,mp,...,my):mye M,1<i<n}.

n-mal

4.1.4 Satz
Ist M eine Menge, dann gilt fiir alle n € N : #(M") = (#M)" .

Beweis: Wir zeigen die Behauptung mit Hilfe der vollstindigen Induktion tiber .
Induktionsanfang (1 = 1): #(M!) = #(M) = #M = (#M).
Induktionsschritt (n ~ n 4 1): Angenommen, die Behauptung gilt fiir ein beliebiges, aber festes n € IN.

#MY) = #(M" x M) 4= (M) - (#M) "2 (M) - (#M) = (#M)"! O

4.1.5 Satz
Wenn M eine Menge mit #M = n ist, gilt: #P(M) =2".

Beweis: Nach der Bemerkung zu Korollar 3.4.6 ist P(M) gleichméchtig der Menge der {0,1} — n-Tupel.
Mit N := {0,1} ist die Menge der n-Tupel gerade N" und es folgt:

#P(M) = #(N") "= (#N)" = 2" o

23
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4.1.6 Definition
Sei n € Ng. Die Fakultit factorial Vvon 7 ist definiert durch:
ol =1
n!=1.2.3.---n

beziehungsweise induktiv durch: (n+1)! := (n+1) - n!

4.1.7 Definition
Seien k,n € Ny mit 0 <k <n.

Dann ist der Binomialkoeffizient 7 tiber k binomial coefficient n choose k :

Bemerkung: Manchmal wird auch die Forderung k < n ausgelassen und dann zusétzlich definiert:

Falls k > n, sei (Z) =0.

4.1.8 Satz

Fiir n,k € Ny mit 0 < k < n gilt: <Z>:< " )

Beweis: Seien 1,k € Ny mit 0 < k <n. Dann gilt:

n n! n! n! n! n
(k) K-k =KLk =k (n—ntk)l  (n—k)-(n—(n—k) (nk) O

Beispiele:

4.1.9 Satz

- ] _ n n _ (n+1
Fir n,k € No mit 0 <k <n gilt: <k>+<k+1><k+1>

!
Beweis: Seien n,k € Ng mit 0 < k < n. Mit n! = (n—1)!-n bzw. % = (n—1)! ldsst sich die
Behauptung wie folgt zeigen:

(k) + <k+1> R R TS R TS

_ n! i n! _ont-(k+1) " nl-(n—k)
(k1) O G R e IR (R VR R
(k+1)~(n—k)! (k+l)!~( "
_nl-(k+1)+nl-(n—k) nl-(k+1+n—-k) _ nl-(n+1)
kD (m—k) (kD (n—k) T (k+ 1) (n—k)!
. (n+1)! . (n+1)! _ (n+1
T kD (m=k) T (k+D(n+ 1) = (kD)) \k+1

O
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Bemerkung: Aus dem Satz folgt, dass sich die Binomialkoeffizienten leicht nacheinander mittels des Pas-
cal’schen Dreiecks finden lassen. Jede Zahl ist die Summe der beiden links und rechts dariiberstehenden
Zahlen:

4.1.10 Satz

Fir M, = {1,2,...,n} und 0 < k < n gelten folgende Aussagen:

(1) Es gibt n! Anordnungen der Elemente von M,, .

n!

(2) Es gibt =R

Anordnungen von k beliebigen verschiedenen Elementen von M, .
(3) Es gibt <Z> k -elementige Teilmengen von M, .

Natiirlich gelten diese Aussagen fiir eine beliebige 1 -elementige Menge anstelle von M,, .

Beispiele:
> Die Zahlen 1,2,3 haben die 6 = 3! Anordnungen 123,132,213,231,312,321.
> Unter 1,2,3,4 gibt es folgende 12 Anordnungen von zwei Elementen:
12,21,13,31,14,41,23,32,24,42,34,43
Jeweils die erste und zweite, dritte und vierte etc. davon bilden dieselbe zwei-elementige Teilmenge,
also gibtes 6 = (3) zwei-elementige Teilmengen von My .

Es ist niitzlich, sich die folgenden Beweise an diesen Beispielen klarzumachen.

Beweis:
(1) Wir zeigen die Behauptung mit Hilfe der vollstandigen Induktion tiber n:
Induktionsanfang (n = 1): Es ist M; = {1} . Es gibt genau eine Anordnung, ndmlich (1).
Induktionsschritt (7 ~~ n + 1): Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges, aber festes n € IN. Wir
betrachten die (1 + 1) -elementige Menge M, ;1 = {1,2,...,n+ 1} und die n-elementigen »Rest-
mengen« Ry, = M, 1\ {a}, die durch Weglassen des Elements a entstehen. Wir sortieren die An-

ordnungen von 1,...,7n+1 nach der ersten vorkommenden Zahl. Da jedes R;, genau n Elemente
hat, ergibt sich nach Induktionsvoraussetzung;:

1. Zahl a des (n + 1)-Tupels Ry Anzahl der mogl. Anordnungen von R, 4
{2,3,...,n+1} n!
2 {1,3,...,n+1} n!
n+1 {1,2,...,n} n!
(n+1)-nl=mn+1)!

Alternativer Beweis: Um eine Anordnung von 1,...,n aufzuschreiben, hat man fiir die erste Stelle
n Moglichkeiten, flir die zweite n — 1 Moglichkeiten (egal, welche Zahl man als erste genommen
hat!), fiir die dritte n — 2 Moglichkeiten (egal, welche Zahlen man bei den ersten zwei Stellen
genommen hat) etc., bis man an der letzten Stelle nur noch eine Moglichkeit hat; insgesamt gibt es
also n-(n—1)-(n—2)---1 Anordnungen.
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(2) Wie im alternativen Beweis zuvor: Fiir die erste Stelle hat man n Moglichkeiten, fiir die zweite
n —1 Moglichkeiten (unabhingig von der ersten Wahl), etc. und schliellich bei der k-ten Stelle
n —k +1 Moglichkeiten (da auf den ersten k — 1 Stellen schon k — 1 Elemente verbraucht wurden),

insgesamtalso n-(n—1)---(n—k+1) = 7" Anordnungen von k beliebigen Elementen.

n:
=55

(3) Sei A, die Menge aller Anordnungen von k Elementen aus M und T, die Menge aller k-
elementigen Teilmengen von M und sei f : A, — T, die Abbildung (ay,...,ar) — {a1,..., a4} .
Dann gilt:
Fiirjedes Y € T, hat f1({Y}) = {X:X € Ak, f(X) =Y} genau k! Elemente, denn f~1({Y})
ist die Menge aller Anordnungen, die die k Elemente aus Y annehmen konnen. Also ist A, ; die
disjunkte Vereinigung von #T,; k!-elementigen Mengen (namlich der Mengen f~1({Y}), Y €

!
T, k- Daher gilt #A, ; = k! - #T, ;. Nach (2) gilt weiterhin #A, ; = o i.k)' .

l' n! _(n O
kK (n—k!  \k)"

Daraus folgt #T,,; =

4.1.11 Korollar

(1) Fur n,k € Ng mit 0 <k <n ist (Z) eine ganze Zahl.
n n n n\ _ sn
@ () + () (5)+ () =2

(1) Da die Anzahl von Mengen nur ganzzahlig sein kann, folgt die Behauptung mit Satz 4.1.10.

Beweis:

(2) Nach 4.1.5 ist die Menge P (M) aller Teilmengen einer n-elementigen Menge M 2" -elementig.
P(M) ist nun aber gerade die disjunkte Vereinigung von Tu0,Tug s s Ty, wobei T, ;. die Menge
aller Teilmengen von M mit k Elementen ist. Mit #T, ; = (}) folgt die Behauptung. 0

4.1.12 Satz (Binomischer Lehrsatz)

(a+b)"=zn:<z> .a"k.bkzi:(Z) gk ek

k=0 k=0

Beweis: Esist (a+0)" = (a+b)-(a+Db)---(a+b). Dieses Produkt ist eine Summe von Termen mit
jeweils n Faktoren a oder b. Ein Term entsteht dadurch, dass man in jeder der Klammern entweder a
oder b wihlt. Die Anzahl der Terme der Form a"~k . bk ist gleich der Anzahl der Méglichkeiten, unter
den n Klammern genau k auszuwéhlen, wo man b nimmt. Solch eine Auswahl entspricht also einer k-
elementigen Teilmengen von {1,...,n}. Da es davon (}) Stiick gibt, tritt a" k. b* in der Summe genau
(}) mal auf. O

Bemerkung: Indem man a = b =1 setzt, erhdlt man einen neuen Beweis des zweiten Teils von Korollar
4.1.11. Setzt man a4 = 1 und b = —1, so folgt, dass die Anzahl der Teilmengen von {1,...,n} mit
gerade vielen Elementen gleich der Anzahl der Teilmengen mit ungerade vielen Elementen ist. Dies ist fiir
ungerades n leicht direkt einzusehen (vgl. Pascalsches Dreieck), fiir gerades n aber etwas tiberraschend.
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Die Kérper- und Anordnungsaxiome gelten sowohl fiir R als auch fiir Q. Was ist es nun, das R von Q
unterscheidet? Die Antwort 1413t sich in verschiedenen Weisen formulieren, aber alle driicken aus, dass Q
»Liicken« hat, wahrend dies fiir R nicht zutrifft. Ein Ausdruck fiir diese Liickenhaftigkeit ist der folgende
Satz:

5.1.1 Satz

Es gibt keine rationale Zahl g, fiir die gilt: 4> = 2.

Beweis: Wir zeigen zundchst folgende Hilfsbehauptung;:
Wenn n? gerade ist, dann ist n gerade.

Beweis: Es gentigt, die Kontraposition zu zeigen: Wenn 7 ungerade ist, ist auch 7% ungerade. Sei n € IN,
wobei n ungerade. Dann gibt es ein k € INg, so dass n = 2k +1. Also gilt

n? = (2k +1)% = 4k® 4 4k +1 = 2(2k*> + 2k) +1 =21 + 1.
Wegen | = 2k* 4+ 2k € N ist n*> ungerade. Was zu zeigen war.

Nun zum Beweis des Satzes: Angenommen, es gibe ein g € Q mit g> = 2. Falls g < 0 wire, wire

auch (—g)? = 2. Es kann also angenommen werden, dass g > 0 gilt.

Es miisste also a4,b € IN geben, so dass (a/b )2 =2, also a® =2-b?. Aus der Hilfsbehauptung wiirde

folgen: a ist gerade.

Es gdbe also ein k € N mit a = 2k und somit ware (2k)? = 2b? < 4k? = 2b < 2k? = b? . Wiederum
wiirde folgen: Auch b ist gerade.

Damit wére aber a/b kiirzbar gewesen. Fiir den gekiirzten Bruch liefle sich nun genauso zeigen, dass
auch dieser wieder kiirzbar wére. Da aber kein Bruch unendlich oft gekiirzt werden kann, bzw. keine
Zahlen a,b € IN unendlich viele Primfaktoren 2 enthalten kénnen, folgt der Widerspruch zur Annahme,
es gabe a,b € N, so dass (”/b)Z:Z. O

Wie formuliert man nun die »Liickenfreiheit« von IR ? Es gibt hierzu verschiedene Moglichkeiten: Mittels
»Dedekindscher Schnitte«, mittels Konvergenz von Cauchy-Folgen (dazu spéter mehr), oder mittels des

Supremumsaxioms. Wir wihlen den Zugang tiber das Supremumsaxiom.

Zuvor ein paar neue Begriffe, die auch im Folgenden immer wieder gebraucht werden:

27
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5.1.2 Definition
Sei M C R.
(1) Eine obere bzw. untere Schranke fiir M upper bzw. lower bound ist eine Zahl a € R
mit a>x bzw. a<x fiiralle x € M.
(2) Man nennt 2 Maximum bzw. Minimum von M, falls gilt:
(a) a ist obere bzw. untere Schranke von M und
(b) ae M.

Man schreibt auch maxM = a4 bzw. minM =a.

(3) Man nennt 4 Supremum bzw. Infimum von M, falls gilt:
(a) a ist obere bzw. untere Schranke von M und

(b) fiir alle c € R gilt:

Wenn ¢ eine obere bzw. untere Schranke ist, dann ist
a<c bzw. a>c.

Man schreibt auch sup M =a bzw. infM =a.

Mit anderen Worten: sup M ist die kleinste obere Schranke von M ieast upper bound und

inf M ist die grofite untere Schranke von M greatest lower bound , falls sie existieren.

Eine Menge M heifit nach oben bzw. unten beschrinktbounded above bzw. below, wenn sie eine obere
bzw. untere Schranke besitzt. Beispielsweise sind das Intervall (0,1) und die leere Menge nach oben
und unten beschriankt, IN ist nur nach unten beschriankt und Z ist weder nach oben noch nach unten
beschrankt.

Selbst wenn M nach oben beschrinkt ist, braucht M kein Maximum zu besitzen!

Beispiel: Sei M:=(0,1) ={x:x € Rund 0 < x < 1}.

(x+1).

> M hat kein Maximum, denn falls x € M ist, so existiert ein ¥ > x mit y € M, z.B. y = 7

Das heifdt auch, dass jede obere Schranke von M grofier oder gleich 1 ist.
> supM =1, denn:
1 ist obere Schranke, da fiir alle x € M gilt: x <1.

1 ist kleinste obere Schranke, denn falls ¥ € R obere Schranke ist, so ist y > 1, wie wir gerade
sahen.

> M hat kein Minimum, denn falls x € M ist, so existiert ein y € M mit y < x, z.B. y = g Dies
zeigt auch, dass jede untere Schranke von M kleiner oder gleich Null sein muss.

> infM =0, denn:
0 ist untere Schranke, da fiir alle x € M gilt: 0 < x.

Jede untere Schranke ist < 0, wie wir im dritten Punkt sahen.

An dieser Stelle bemerken wir noch eine Besonderheit der ganzen Zahlen:

5.1.3 Satz

Jede nicht-leere Menge M C Z, die nach unten beschréankt ist, hat ein Minimum.
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Beweis: Wir zeigen dies zunéchst fiir den Fall, dass M C IN.

Sei A die Menge der natiirlichen Zahlen, die untere Schranke fiir M sind. Dannist 1 € A,da 1 < n fiir
alle n € IN gilt. Fiir jedes n € A ist entweder n € M — das heifit, n ist ein Minimum von M - oder
n ¢ M. In diesem Fall ist auch n + 1 eine untere Schranke fiir M, also n+1 € A. (Hier verwenden
wir, dass fiir zwei nattirliche Zahlen n,m gilt: Aus n < m folgt n +1 < m. Dies zeigt man leicht mittels
vollstandiger Induktion tiber n).

Wir haben gezeigt: Falls M kein Minimum hat, so ist A induktiv. Wegen A C N ist dann A = IN,
dies ist aber wegen M # @ unmoglich. Also besitzt M ein Minimum.

Seinun M C Z und a eine untere Schranke fiir M. Zunichst wissen wir blof 2 € R, doch aus dem
archimedischen Prinzip (siehe unten) folgt, dass es ein b € IN gibt mit b > —a, also —b < a; also gibt es
auch eine untere Schranke —b € Z fir M.

Setzenun M = M+b+1:={n+b+1: n€ M}.Dannist M' C N, denn fiir n € M ist n > —b,
also n+b+1>0. Also hat M’ ein Minimum m . Dann ist m —b — 1 ein Minimum fiir M. |

Dies ist deshalb wichtig, weil man in vielen Beweisen die Idee des » Extremalprinzips « anwenden kann:
Um die Existenz eines Objektes (zum Beispiel einer Zahl) mit gewissen Eigenschaften zu zeigen, sucht
man ein Objekt, fiir das gewisse Eigenschaften »extremal« sind (z. B. die Zahl, die moglichst klein ist). Ein

Beispiel werden wir gleich in Satz 5.1.7 kennenlernen.

Bemerkung: Eine etwas solidere Formulierung des Beweises von Satz 5.1.1 ist auch mit Hilfe des
Extremalprinzips moglich: Falls g € Q, wobei g > 0, mit g% = 2 existiert, so kann man § = “/b mit
a,b € N schreiben. Man wihle nun unter den méglichen Darstellungen von g als ”/b diejenige, fiir
die 4 minimal ist. Dass dann a/b kiirzbar ist bedeutet, dass es eine Darstellung q = a,/b’ gibt mit
a’ < a,im Widerspruch zur Minimalititsannahme.
Haben nun nach oben beschrankte Mengen ein Supremum? In manchen Féllen ist dies leicht zu beant-
worten:

> Falls max M existiert, so existiert auch sup M, und max M = sup M.

> Falls min M existiert, so existiert auch inf M, und min M = inf M.

Ist ndmlich a = maxM, so ist a obere Schranke fiir M nach Definition, und fiir jede beliebige obere
Schranke ¢ von M gilt ¢ > a (weil ja a ein Element von M ist, nach Definition der oberen Schranke).
Also ist ¢ = sup M. Ahnlich sieht man den zweiten Fall.

Beispiel: Sei M = {% in € IN}.

> Esist maxM =1, denn fiir alle n € N gilt: Wenn n > 1, dann 1 >

S

> Esist also auch supM = 1.

> minM existiert nicht, denn zu jedem x € M gibtesein y € M, fiir das gilt: y < x. Denn x muss

nehmen.

die Form 1 haben fiir ein n € IN, dann kann man y =
n (n+1)

> inf M = 0. Beweis dhnlich zum Fall M = (0,1).

Ob jede nach oben beschrankte Teilmenge von R ein Supremum besitzt, laf3t sich mittels der bisherigen
Axiome nicht beantworten. In Q ist dies nicht so (etwa hat die Menge {x € Q: x >0 und x? < 2} kein
Supremum in Q, wie aus den weiteren Betrachtungen folgen wird). Fiir R fordern wir dies axiomatisch,
als Ausdruck der »Liickenfreiheit«:
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5.1.4 Vollstindigkeitsaxiom (oder Supremumsaxiom)

Jede nach oben beschrédnkte, nicht-leere Teilmenge von R hat ein Supremum in R.

Hieraus folgt zundchst das Analogon fiir das Infimum:

5.1.5 Satz

Jede nach unten beschrénkte, nicht-leere Teilmenge von R hat ein Infimum.

Beweis: Sei M C R und —M := {—x : x € M}. Da M nach unten beschrinkt ist, ist —M nach oben
beschrinkt, also existiert nach dem Vollstindigkeitsaxiom sup(—M) € R. Da inf M = —sup(—M) gilt,
existiert auch inf M. Die Details sind eine Ubung. o

Bevor wir zu den richtig interessanten Folgerungen aus dem Vollstandigkeitsaxiom kommen, hier noch
zwei sehr niitzliche und ziemlich »offensichtliche« Sitze, die sich erstaunlicherweise nicht aus den Korper-
und Anordnungsaxiomen herleiten lassen. Diese »Nichtherleitbarkeit« folgt daraus, dass es auch angeord-
nete Korper gibt, fiir die die analogen Eigenschaften nicht gelten. Sie heiflen nicht-archimedisch.

5.1.6 Satz (Archimedisches Prinzip)

(1) Furjedes x € R existiert ein n € IN mit n > x.

1
(2) Fiir jedes x € R mit x > 0 existiert ein n € N mit — < x.
n

Beweis:

(1) Angenommen, es gibe ein x € IR, so dass fiir alle n € IN gélte n < x. Dann wére IN nach oben
beschrankt. Also existierte xg := supIN. Da xq die kleinste obere Schranke von IN wiére, wére
xp — 1 keine obere Schranke, also gidbe es ein # € IN mit n > xo —1, d.h. n+1 > xg. Da aber
IN induktiv ist, ldge auch n 41 in IN. Die Aussage n +1 > xq stiinde dann aber im Widerspruch
dazu, dass x( eine obere Schranke von IN ist.

(2) Sei x € R mit x > 0 und y = %.Nach(1) gibt es ein n € IN mit n > y, also n > %.Esfolgt:

1
- <Xx. O
n

Bemerkung: In manchen Biichern wird das archimedische Prinzip als eines der Anordnungsaxiome ge-
fordert.

5.1.7 Satz

Q ist dicht dense in R: Fiir alle 4,0 € R mit a < b existiert ein g € Q mit
a<qg<b.

Beweis: Seien a4,b € R mit a < b. Wiahle n € N mit % < b—a und aulerdem k € Z derart, dass k
die kleinste Zahl ist, fiir die gilt: % >a.

Beweis dafiir, dass es dieses k gibt: Sei Z := {k cZ: S > a} . Weil k > na fiir alle k € Z ist, ist Z nach
unten beschrankt, also hat Z wegen Satz 5.1.3 ein Minimum.

Behauptung: a < % <b.

. k. . . k
Beweis: a < ,, istper Vorraussetzung wahr, es bleibt also zu zeigen, dass o< b.
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Angenommen es gélte S > b. Es gilt per Definition % < b—a, also 7(%) > —(b—a), und durch
Addition dieser Ungleichung und der Ungleichung S > b folgt

k1
E—E>b—(b—a)—a,

also (k_Tl) > a,im Widerspruch zur Minimalitdt von k.

. . k o k
Es folgt die Negation der Annahme: o< b, und somit insgesamt: a < o< b. O
Nun zu einer interessanteren Anwendung des Supremumsaxioms:

5.1.8 Satz (Existenz von Wurzeln)

Sei a € R, a >0 und n € IN. Dann gibt es genau eine Zahl b € R, b > 0 mit

b =a.

Man schreibt dann b = {/a bzw. b = \/a im Fall n = 2. Wichtig: Mit beispielsweise /2 ist immer die
positive Wurzel gemeint!

Beweis: Eindeutigkeit: Angenommen, b,c > 0 sind reelle Zahlen mit b" = x = ¢". Falls b < ¢ wire,
so folgte durch #-fache Multiplikation dieser Ungleichung mit sich selbst (weil b,c > 0 ist, bleibt dabei
das Ungleichheitszeichen erhalten), dass b" < ¢, im Widerspruch zur Annahme. Ahnlich schlieft man
die Moglichkeit b > ¢ aus. Wegen der Trichotomie (erstes Anordnungsaxiom) bleibt nur die Moglichkeit
b=c.

Existenz: Wir werden die Existenz nur im Fall n =2 und a4 = 2 zeigen. Dieselbe Idee funktioniert auch
im Allgemeinen. Einen weiteren Existenzbeweis werden wir spéter aus dem Zwischenwertsatz fiir stetige
Funktionen erhalten.

Wir brauchen ein Lemma.

5.1.9 Lemma

(1) Sei x >0 und x? < 2, dann gibtes y > x mit y> < 2.
(2) Sei x >0 und x*> > 2, dann gibtes y < x mit y> >2 und y > 0.

Zuerst der Beweis des Lemmas:

(1) Die Idee ist, y = x(l + %) fiir ein m € IN zu setzen. Falls m gentigend grofs ist, ist y nur um so

wenig grofer als x, dass immer noch y? < 2 sein sollte.

2
Um diese Idee umzusetzen, schreiben wir die Bedingung (das Ziel) x(l + %) < 2 aus und
versuchen, daraus eine (hinreichende) Bedingung fiir m zu finden. Beim Aufschreiben des Beweises

beginnen wir mit der so gefundenen Bedingung.
Um zu verstehen wie man drauf kommt, sollte man den Beweis riickwirts lesen!

Sei x € R mit x >0 und x*> < 2, dann gilt

<2 = 1<32 = 0<32—1.
X X

Seinuns::%—l.Wéihleein me N mitm>§.Esgiltdarm

3 2 1
< = —=—+—<e.
m m m

SN
W[ o
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Auflerdem gilt fiir alle m € IN

mZZm = <

1
m2
Damit folgt
2 1 2 2 142
T+t <lte=5 = (1+-) <5 = 2 (1+ ) <2
m m X m m

Durch Multiplizieren der Ungleichungen x > 0 und 1+ % > 1 folgt aufserdem
1
x- (1 + %) > x.

Seinun y = x - (1 + %) . Dann haben wir gezeigt, dass y > x und dass y? < 2 gilt, was zu zeigen
war.

(2) Die Behauptung lasst sich analog zur ersten Behauptung zeigen:

Sei x € R mit 2 < x?> und x > 0, dann gilt

2 2

ﬁ<1 = 1_ﬁ>0‘

2 u . 2 .
Setzenun e =1 — 2 und wahle m € N mit m > - . Es gilt dann
1 € 2 2 1
—=>—c = —Z>- = —-=+4+=>-¢,
m 2 m m m
also

1—%+%>1—s:% = (1—1)2>£ = x2~(1—1)2>2.

Aus x >0 und 1— % < 1 folgt aufserdem

x-(l—%)<x.
1

Seinun y :=x- (1 — E) . Dann haben wir y < x und y? > 2 gezeigt, also sind wir fertig.

Zum Beweis des Satzes (im Fall n =2 und a = 2) sei nun

M:={yeR:y>0 und > <2}.
Offenbar ist M nach oben beschrankt, z.B. durch 2, denn alle Zahlen y mit y > 2 haben y?> > 4 > 2,
liegen also nicht in M.

Behauptung: b = sup M erfiillt b*> = 2. Beweis: Offenbar ist b > 0. Wére nun b? < 2, so existierte
nach Teil (1) des Lemmas ein y > b mit y> < 2, also y € M. Also wire b keine obere Schranke fiir M,
Widerspruch!

Wire b? > 2, so gibe es nach Teil (2) des Lemmas ein z < b mit z > 0 und z? > 2. Daaus z2 > 2 > y°
(mit y,z > 0) schon z >y folgt (wie im Eindeutigkeitsbeweis oben), wire z eine obere Schranke fiir M.
Also wére b nicht kleinste obere Schranke fiir M, Widerspruch!

Da weder b2 < 2 noch b? > 2 stimmen konnen, muss b? = 2 sein. O

Bemerkung: Der Beweis des Lemmas zeigt, dass man im Fall x € Q auch immer y € Q mit den
geforderten Eigenschaften finden kann. Hieraus folgt leicht, dass die Menge {y € Q : y > 0 und y? < 2}
kein Supremum in Q besitzt.

5.1.10 Definition

Sei x € R mit x >0 und g € Q mit g = %, wobei n € Z und m € IN. Wir definieren dann:

Vxr  fallsn >0

x1 = 1 fallsn =0
! falls n < 0.

m x_n
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Offenbar ist dies mit Definition 2.3.3 konsistent. Beachten Sie aber, dass

1" (n € Np) fiir alle x € R definiert ist,
" (neZ,n<0) firalle x € R, x # 0 definiert ist,
xT (7€ Q\2Z) furalle x € R, x >0 definiert ist.

5.1.11 Satz

Fir x e R, x >0 und p,q € Q gilt:

/ /
(1) x7 ist wohldefiniert, d.h. falls g = % = % , ist "V = Vxn fur n,n’ >0

(und analog im andern Fall).
(2) XPTT = xP . 4.

(3) xP9 = (xP)1 = (x7)P.

Beweis: Ubung. O

Abschlieflende Bemerkung zum Axiomensystem fiir R

Woher wissen wir, dass diese Axiome »ausreichen«? Wir werden sehen, dass wir alles, was wir brauchen,

damit machen kénnen. Ein weiterer Hinweis darauf wird durch folgenden Satz gegeben:

Es gibt hochstens einen vollstdndigen angeordneten Kérper. Mit anderen Worten: Sind K und
L zwei angeordnete Korper, die beide vollstandig sind, so gibt es eine bijektive Abbildung
f: K — L, die die algebraischen und die Ordnungseigenschaften erhalt, d. h.

fla+b) = f(a)+ f(b), f(ab)=f(a)f(b), f(0)=0, f(1)=1 und
a<b= f(a) < f(b).

Ohne die Vollstandigkeit stimmt dies nicht, da es zum Beispiel zwischen Q und R keine solche Bijektion
geben kann.

Woher wissen wir, dass dies nicht schon zu viele Axiome sind? Das heifst, woher wissen wir, dass es
tiberhaupt einen vollstandigen angeordneten Korper gibt? Dies ist viel schwieriger zu beantworten. Die
Frage ldsst sich auch so formulieren: Woher wissen wir, dass die Axiome widerspruchsfrei sind, wir aus
ihnen also nicht einen Widerspruch (zum Beispiel 1 = 2) herleiten konnen? Godel hat gezeigt, dass man
dies nicht wissen kann, genauer dass man die Widerspruchsfreiheit grundsatzlich nicht beweisen kann.
Falls Sie sich damit besser fithlen, konnen Sie aber eine der anfangs erwdhnten Konstruktionen von R
bemiihen. Die Existenz solcher (zum Beispiel aus den natiirlichen Zahlen, oder aus der Mengenlehre)
besagt dann folgendes:
Falls die Peano-Axiome fiir die natiirlichen Zahlen (bzw. die Axiome der Mengenlehre) widerspruchsfrei
sind, so sind es auch die Axiome der reellen Zahlen. Ob sie’s wirklich sind, lidsst sich wiederum nicht
beweisen. Aber vielleicht wirken sie auf Sie noch elementarer, noch unmittelbar einsichtiger, dann sollten
Sie sich eine dieser Konstruktionen ansehen.

Dies ist recht kompakt in Behrends” Buch Analysis, Band 1, dargestellt (Kap. 1.11).






6 Folgen und Konvergenz

6.1 Definition der Konvergenz

Wir erinnern an die Definition 3.4.2 einer Folge. Wir betrachten in diesem Kapitel nur Folgen reeller
Zahlen. Spéater werden auch Folgen komplexer Zahlen, Folgen von Funktionen usw. auftreten.

Beispiele:
a, =0 (0,0,0,0,0,0,...)
1 111
an = " (1,5,3,1,...)
ap = (-1)" (-1,1,-1,1,-1,1,...)
ap=1,m=1,ay:2=0a,41+a, (1,1,2,3,58,13,21,...) Fibonaccifolge

Wir wollen die Beobachtung préazisieren, dass sich die Folgenglieder im zweiten Beispiel »immer mehr
der Null anndhern«. Hierzu ist es niitzlich, sich zundchst tiber ein paar einfache Regeln klar zu werden,
die den Absolutbetrag von Zahlen und den Abstand zweier Punkte betreffen.

6.1.1 Definition

Fir x € R sei der Betrag apsolute value von x wie folgt definiert:

x fallsx >0
x| =

—x fallsx <0

Der Abstand gistance Zweier Zahlen x,y € R ist definiert als |x — y]| .

6.1.2 Satz

Fir n € N und x,x1,x2,...,%,, ¥,z € R gilt:
(1) ¥ <y & (x<y)A(=x<y)
@) |x-yl = |x[- |yl
(3) |x+y| < |x|+]yl Dreiecksungleichung triangle inequality
@ lx—z| < |x—yl+ly—2z
G lx—yl = [x[ -1yl

6) |x1+x24+-+x0] < |xq]+|x2] + -+ x|

Beweis: Seien n € IN,x,x1,x3,...,x5,,z € R.

(1) Zunéchst zeigen wir die Vorwértsrichtung der Biimplikation: Sei |x| < y. Wegen |x| > 0 ist dann
y > 0. Fallunterscheidung;:

(@) Sei x <0.Dann gilt x <0<y, also x <y, und |x| = —x,also —x = |x| <y,also —x <y.

(b) Sei x > 0.Dann gilt x = |x| <y, also x <y,und —x <0<y, also —x <y.

35
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Nun die Riickrichtung: Sei (x <y) und (—x < y). Fallunterscheidung:
(a) Sei x < 0. Dann ist —x = |x| und da per Vorraussetzung —x < y gilt, folgt |x| <y.
(b) Sei x > 0. Dann ist x = |x| und da per Vorraussetzung x < y gilt, folgt |x| <y.
(2) Vier Fille:
(@) Sei x <0 und y < 0. Dann gilt:
x| = =x ALyl = =y = ¥yl = (=x) - () = x5 "5 [x-y
(b) Sei x <0 und y > 0. Dann gilt:

xy<0
x| =—xAlyl=y=|x|-lyl=—xy = |xyl
(c) Sei x >0 und y < 0. Dann gilt:
x-y<0
X[ =xAlyl=-y=Ix[-lyl=x-(—y)=—xy =[xy
(d) Sei x >0 und y > 0. Dann gilt:
x-y>0
X[ =xAlyl=y=lx|-ly[=x-y =" |x-yl
(3) Offensichtlich gilt
x<lxl Ayl = x4y < |x[+]yl
—x<[x| A —y<lyl = (=) +(=y) <I|x[+]y]
= —(x+y) < x|+ 1yl

Also folgt insgesamt mit (1): |x +y| < |x| + |y].
(€),
@ [x—z[=[x=y)+y-2)]<|x—y[+|y—2

© Il =ly+ (x— )| 2 Iyl + [x ~y], subtrahiere .

(6) Beweis mit vollstandiger Induktion:
Induktionsanfang (7 = 1): |xq| < |x;| stimmt natiirlich.
Induktionsschritt (1 ~» n + 1): Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges, aber festes n € IN. Dann
folgt [x1 + - +xn +xp1] = [(x1 + -+ x0) + X1 (%) |x1 4+ x| + |01 Ed lxaf 4+
[xn| + %1 ] D

Es lohnt sich ein wenig zu {iben, »geometrisch offensichtliche« Aussagen die den Abstand betreffen, for-
mal zu beweisen. Als Beispiel zeigen wir (wird spater verwendet):

6.1.3 Satz
Fir x,y € R folgt aus x > 0 und |x—y|§§,dass yzg.
. x . X X
Beweis: Wegen x—y§|x—y|§§ 1sty:x—(x—y)2x—§:§. O

Wir wollen nun den zentralsten Begriff der Analysis, die Konvergenz von Folgen, einfiihren. Es wird
etwas tibersichtlicher, wenn wir zunéchst einen Spezialfall betrachten:
6.1.4 Definition

Die Folge (a)nen in R heiflt Nullfolge null sequence, Wenn gilt:

V 3V ay <e
e>0 ngeN n>ng

In Worten: Zu jedem ¢ > 0 existiert eine nattirliche Zahl 1y (ein Index), so dass fiir alle nachfol-
genden Indizes n > ng gilt: |a,| < e.
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Anschaulich: (a,) ist Nullfolge, wenn sich die 4, fiir groBe n immer mehr der Null annihern. Am
Anfang vertut man sich aber leicht mit der genauen Bedeutung hiervon. Daher sollte man direkt die

formale Definition nachpriifen.

Beispiele:
(1) a, = 0. Dies ist eine Nullfolge. Denn fiir jedes ¢ > 0 und alle n € N gilt |a,| = 0 < e. Man kann

also ny =1 wahlen.

(2) ap, = % . Dies ist eine Nullfolge. Denn zu beliebigem ¢ kann man 1y so wihlen, dass ni < & (nach
0

. . - .. . 1 1 1
dem archimedischem Prinzip). Fiir n > ng gilt dann 0 < PN also ’E‘ <e.
0

(3) an = (—1)" ist keine Nullfolge. Sei beispielsweise ¢ = % , dann gibt es kein 4, mit |a,| < % , denn
1
lan| =1 £ 5

Bemerkung: Es kommt wesentlich auf die Reihenfolge der Quantoren an. Vertauscht man beispielsweise
die beiden ersten Quantoren in der Nullfolgendefinition, so erhdlt man die Bedingung

3 V YV @ ag| <e also beispielsweise: (3,5,7,—1,0,0,0,0,...
ﬂoEN £>0 712?10 | i’ll 7 p (/ 74y s Yy Yy YUYy )
| |
gleichwertig: V : ay=0

nzno

Hier wird verlangt, dass ab einem gewissen 7 alle Folgenglieder Null sind; die Konvergenz verlangt
hingegen nur eine Anndherung an Null.
Es gilt auBerdem (Ubung!):

> (a,) Nullfolge < Fiir jedes ¢ > 0 sind nur endlich viele Folgenglieder auflerhalb von (—¢,¢).

> (a;) keine Nullfolge < Es gibt ein e > 0, so dass unendlich viele Folgenglieder auBerhalb von
(—¢¢) liegen.

Beispiel: Die Folge (a,,) mit

falls n gerade

1
a, =" also a, = (1,
1

falls n ungerade

ist keine Nullfolge, da zum Beispiel fiir ¢ = % und fiir alle ungeraden n die Folgenglieder a, auflerhalb
von (—¢,¢) liegen.

Oft wird uns eine leichte Variante der Nullfolgenbedingung begegnen, die aber auf’s selbe hinauslauft:

6.1.5 Lemma

In der Definition einer Nullfolge kann ersetzt werden:

lan| <& durch |a,| <e
lan| <& durch |a,] <K-e

Hierbei muss K € R mit K > 0 eine von & unabhéngige Zahl sein.

Beweis: Es wird nur die zweite Behauptung bewiesen, fiir K > 1 (der Fall K < 1 148t sich ganz dhnlich

zeigen). Angenommen es gilt

Vo3 Y a] <e,

e>0 npelN nzng
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dann folgt:
V 3V Jay <K-e
e>0 ngeN nzng

Denn aus |a,| < ¢ und ¢ < K-¢ folgt |a,| < K-¢.

Es gelte nun umgekehrt:

vV 3V ay| <K-e
e>0 ngeN n>ng

/
Ist ¢ > 0 gegeben, so setze ¢ = % . Man erhalt
3V ay| <K-e=¢
ngeN n>ny

Also ist (a,) eine Nullfolge. O
Nun kommt die allgemeine Definition der Konvergenz von Folgen:
6.1.6 Definition
ay 220 = (ay — a) ist Nullfolge
Statt 4, ——— a schreibt man auch nll_)n;o a, = a oder einfach a, — a. Offenbar ist (a,) eine Nullfolge

n—00
genau dann, wenn a4, —— 0.

6.1.7 Definition
(an) ist konvergent convergent :<=> Esgibtein a € R mita, —a

(an) ist divergent divergent :<= (an) ist nicht konvergent

Eine wichtige Beobachtung ist, dass es bei Konvergenz nur auf das Verhalten der Folgenglieder fiir »ge-

niigend grofse« n ankommt:

6.1.8 Lemma

Sind (a,), (by) Folgen und gilt a, = b, fiir alle, bis auf hochstens endlich viele #, dann gilt:
Falls (a,) konvergiert, so konvergiert auch (b,), und zwar gegen denselben Grenzwert Jimit -

Bemerkung: Gleichwertig zur Voraussetzung im Lemma:

Angenommen, es gibt ein 1y, so dass a, = b, fiir alle n > ng gilt.

Beweis: Ubung. O

6.2 Konvergenz und algebraische Operationen

Wir untersuchen nun, wie gut sich Konvergenz von Folgen mit algebraischen Operationen und mit Un-

gleichungen »vertrégt«. Zur Vorbereitung brauchen wir:

6.2.1 Definition

(an) ist beschrinktpounded <= Esgibtein A € R mit |a,| < A fiir alle n

Mit anderen Worten: Die Folge (a,) heifit beschrankt, wenn die Menge {ay,a,,...} beschrinkt ist. Ana-

log definiert man die Begriffe nach oben und nach unten beschriankt .

6.2.2 Lemma

Eine konvergente Folge ist beschrankt.
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Beweis: Sei (a,) eine Folge mit a, — a. Dann existiert zu ¢ = 1 ein ng € N, so dass |a, —a| < 1 fiir
alle n > ng. Es folgt: |ay| = |(an —a) +a| < |ay, —a| +|a] <1+ |a| firalle n > ng.
Man setzt nun A := max{1+ [al,[a1],..., |ay,—1]}. Dannist [a,[ < A fiiralle n € N. o

6.2.3 Satz
Sind 4,b € R und sind (a,), (b,) Folgen in R mit

a, —a und b, — b,
dann folgt:

(1) an+by, — a+b
(2) ay-b, — a-b

(3) Falls b, # 0 fiir alle n und b # 0, so folgt

—

ISl IRSY

11
bu
Beweis: Seien (a,) und (b,) konvergente Folgen in R mit a, — a und b, — b. Wiahle ein € > 0. Aus
ay — a folgt, dass man ny wihlen kann mit |a, —a| < e fiir n > ng. Aus b, — b folgt, dass man nq

wihlen kann mit |b, — b| < ¢ fir n > ny.
Setzt man n, := max{ng, ny}, dann gilt also fiir n > ny

lap —al <e und |b, —b| <e.
(1) Aus der Dreiecksungleichung folgt
[(an +by) — (a+b)| = [(an —a) + (by — b)| < |an —a| + |by — b| < 2e.
(2) Damit folgt
|ayby, — ab| = |anby, — ayb+ayb —ab| = |a, - (by —b) + (ay, —a) - b| < |ay| -‘|bn - b\‘+‘|an - a|‘- ] .

<& <e

Istnun A so gewihlt, dass |a,| < A fiir alle n, so folgt fiir n > n, wegen der Rechnung zuvor:

|anby —ab] < A-e+e-|b] = (A+1b])-¢
e —

unabhéingig von ¢

(3) Esist In = ay-— und - =a- % . Wegen (2) gentigt es zu zeigen:

by — b mit by #0 und b#£0 —> %H%

Hilfsbehauptung: EIO V]N |by| > c . Beweis: Aus b, — b folgt mit ¢ == |2£|
>0 ne
_p| < bl
noglN nzvno |bn b| < 2

Wegen Satz 6.1.3 folgt dann |by,| > % fur n > ng, also konnen wir setzen:

. [|b
c= mm{%, b1, - .-, |bn0_1|}
Somit ist die Hilfsbehauptung bewiesen. Sei nun & > 0 gegeben und n; derart gewdahlt, dass
|by — b| < ¢ fiir n > ny . Dann folgt mit der Hilfsbehauptung

b—by| _ |b— byl e

1 1) ‘
—— | = = < =K-g,
by b by b | |b]|by]

bl -c

wobei K := “7'% von & unabhéngig ist. O

Wir untersuchen nun die Vertraglichkeit von Konvergenz mit Ungleichungen (also mit der Ordnungs-

struktur von R). Das »Sandwichlemma« werden wir oft zum Nachweis von Konvergenz verwenden:
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6.2.4 Satz
Sind 4,b € R und sind (a,), (by) und (c,) Folgen reeller Zahlen, dann gilt:

(1) Falls fiir alle n gilt: bin Z By E B

sowie a; — a und ¢, — a,so giltauch: b, — a (Sandwichlemma ).

(2) Falls fiir alle n gilt: an < by

sowie a; — a und b, — b, so giltauch: a <b.
Bemerkung: Aus a, < b, fiir alle n folgt nicht a < b, sondern blo8 a < b.

Beispiel: Seien a;, =0 und b, = 1 fir alle n. Dann ist a, < by, fiir alle n, aber beide Folgen konver-

n
gieren gegen denselben Grenzwert Null.

Beweis: Versuchen Sie es zuerst selbst!

(1) Sei ¢ > 0. Dann gibt es ng mit |a, —a| < ¢ fir n > ny, und n; mit |¢, —al < ¢ fir n > ny.
Setze ny = max{ng,n1}. Aus |a, —a| < e folgt a —a, < e, also a —¢& < a,. Ahnlich folgt aus
|ch —a| <e,dass ¢y < a+e. Also gilt fiir n > ny

a—e<a, <b,<c,<a+te,

also |b, — a| < &, was zu zeigen war.

(2) Sei ¢ > 0. Dann gibt es ny mit |a, —a| < e fiir n > ng, und ny mit |b, —a| < ¢ fiir n > ny . Setze
1y = max{ng, n1 } . Ahnlich wie in (1) folgt

a—e<ap <b,<b+e

fir n > nyp . Also gilt a < b+ 2¢ fiir alle € > 0. Daraus folgt a <b. O

Aus dem zweiten Teil des Satzes, zusammen mit dem Analogon fiir » > <, folgt sofort:

6.2.5 Korollar

Seien b,c € R mit b < c. Sei (a,) eine Folge mit a, € [b,¢| fiir alle n.
Falls a, — a, dannist a € [b,c].

6.3 Der Grenzwert >unendlich«

6.3.1 Definition

Sei (ay) eine Folge in R.

a, — o <= Fiirjedes K € R gibt es ein ng, so dass fiir alle n > ng gilt : a, > K

Bemerkung: Ahnlich definiert man a, — —oo. Aus a, — o folgt, dass (a,) unbeschrankt (nach oben)

ist. Wenn (a,) unbeschrinkt ist, folgt daraus aber nicht a, — co.

Beispiel: Sei (a,) die Folge definiert durch

{O n gerade
ay =

also (1,0,3,0,5,0,7,...)
n  nungerade

Die Folge (a,) ist zwar unbeschrénkt, aber a, - 0.
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Bemerkung: Zur Sprechweise: Eine Folge, die den Grenzwert co oder —oo hat, ist trotzdem divergent!
Manchmal werden solche Folgen bestimmt divergent genannt.

Es gibt aber auch divergente Folgen, die weder den Grenzwert co noch den Grenzwert —co haben, so
etwa a, = (—=1)".

6.3.2 Lemma

Sei (ay) eine Folge mit a, > 0 fiir alle n. Dann gilt:

1
ay — 00 <— — —0
an

Beweis: Ubung. O
Ein wichtiges Beispiel einer Folge mit Grenzwert co bildet den folgenden Satz:

6.3.3 Satz

n—oo

n
Seien x > 1 und k € N. Dann gilt: x—k
n

Mit anderen Worten: Exponentielles Wachstum (7 + x™) schligt polynomielles Wachstum (1 + nk).

Bevor wir dies beweisen, ist es niitzlich, sich iiber die Natur der Funktion n +— (’,Z) klar zu werden.

6.3.4 Lemma
Sei k € INg. Es gibt dy,dy,...,d; € Q mit dy = % , so dass fir alle n € Ng gilt:

(Z) =dnF +dp_n* 14+ din

Beweis: Dies folgt einfach durch Ausmultiplizieren:

<Z> _ n(nfl)-..k('n*(kfl)) :%nk—kdk,lnk*l—i—“-—kdln

k

Der Term mit #* entsteht dadurch, dass man aus jeder der k —1 Klammern im Zzhler den Faktor

k-1

n nimmt. Der Term mit n entsteht dadurch, dass man in k — 2 Klammern den Faktor n nimmt

und in einer, etwa in (n — j), den Faktor j. Dajedes j = 1,...,k — 1 einen solchen Term beitrigt, ist

14 (k=1 1
-1 = = Kl T2k W
Ein formalerer Beweis lafst sich mit vollstandiger Induktion geben. O

Bemerkung: Die Zahlen d; hingen nicht nur von i ab, sondern auch von k (aber nicht von n).

2 - 2

Beispiel: n\ _ nn-1) 1,
2 2

Beweis (Satz 6.3.3): Sei x := 1+ ¢ mit ¢ > 0. Dann ist:

no_ no_ nmy 2., m k n k14 o
x"=(14c) —1+nc+<2>c+ +<k>c +<k+1>c +

Da alle Terme > 0 sind, folgt fiir n > k:
le > n Ck+l
—\k+1

Die Idee ist nun, dass die rechte Seite »fiir grofie n wie k1 anwichst«, also schneller als der Nenner

1k . Prizise: Wir verwenden das Lemma mit k ersetzt durch k + 1 und schreiben:

n
<k+ 1> = dip ! e 4 dyn
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Also folgt fiir n > k:

n k+1

n (k+1>c B B

e (dk+1n+ de +de_qn V4 +dint k)ck+1
n n - L |

—00 —dy —0

Da die rechte Seite fiir n — co gegen oo strebt, gilt dies auch fiir die linke Seite. O
An dieser Stelle bietet es sich an, eine zentrale Klasse von Funktionen einzufiihren:

6.3.5 Definition
Ein Polynom vom Grad & polynomial of degree ¢ mit g € Ny ist eine Funktion der Form
p(x) =dgx€ + dg,lngl +- - +dix+d
mit dy,...,d¢ € R, dg¢ # 0. dg heifst Leitkoeffizient von p.

Lemma 6.3.4 legt nahe, die Definition des Binomialkoeffizienten zu verallgemeinern:

6.3.6 Definition
Fir x € R und k € INg definieren wir (i) wie folgt:

k k!

(2) <g> =1,

Beachte, dass im Allgemeinen () # 0 selbst im Fall x < k gilt, zum Beispiel ist

1 1 1 %( %) 1
2| 1 2y 2 \ 2/ 1
<1>—2 und <2>— 5 =3

Lemma 6.3.4 gilt natiirlich entsprechend auch fiir (3) fiir reelle x.

(1) <x> = MEm ) kD) ppe g5 und

Beim Rechnen mit Grenzwerten ist folgendes oft niitzlich:

6.3.7 Definition (Erweiterte reelle Zahlen)

Es sei: R = {—co} URU {c0}

mit den Rechenregeln:

00 + 00 (= 00 00 4 X (= 00 fiir xeR 00 - X = 00 fiir x>0
X

00X = —00 fiir x<0 — =0 fir xeR
(o)

Weiterhin wird die Ordnungsrelation fiir > < < von R auf R erweitert mittels:

—00 < x < 0 fiir xeR

6.3.8 Satz

Die Rechenregeln fiir Grenzwerte aus Satz 6.2.3 und die Anordnungsregeln aus Satz 6.2.4 gelten
auch wenn die Grenzwerte a,b in R liegen, falls die resultierenden Operationen definiert sind.

Beweis: Ubung. O

Beispiel: Falls 4, — o und b, — b mit b € R, so folgt a,, + b, — 0.
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Bemerkung: Einige Operationen mit co sind nicht definiert. Beispielsweise nicht definiert sind:
00 — 00, had , ©00-0
[ee]
Mit gutem Grund: Gilt etwa a4, — oo, by, — 0, so kann man daraus nichts iiber den Grenzwert (und
sogar die Konvergenz) von (a,b,) folgern.
Beispiele:

(1) ap=n, bn:%, dann  anby — 1.

(2) an =n, bﬁ = %/ dann anbn — 00,
(3) an=mn, by = (73)’1 , dann divergiert (a,by).

6.4 Asymptotische Gleichheit

6.4.1 Definition
Seien (ay), (by) Folgen positiver reeller Zahlen.

ay ~ by (n— 00) <= Z—"—>1 (n — o0)
n

Gilt a, ~ by, so nennt man (a,) und (b,) asymptotisch gleich.

Dieser Begriff ist vor allem in folgendem Kontext interessant: Die Zahlen a,, sind durch eine komplizierte
Vorschrift gegeben (z. B. durch eine komplizierte Formel, oder als Losung eines Abz&dhlproblems, woftir
man evtl. gar keine Formel hat), es gilt 4, — oo fiir n — oo, und man mochte die Gréfienordnung von
a, fiir groffe n ungefdhr angeben, also die Frage

Wie schnell geht a, gegen unendlich?

beantworten. Eine oft brauchbare Antwort ist dann die Angabe einer Folge (by), die durch eine moglichst
einfache Formel gegeben ist, mit a, ~ b, .

Beispiele:
(1) Mit ay, :=n—1 und b, :=n folgt

ap _n—1 1

b n Lfaal,alsoanwbn.
—1 [
—0

(2) Mit a, = n?+n und b, = n? folgt

2
a n-+n 1
oo :1—7—>1,a150ﬂn’\‘bn~
bn n2 [l n
—1
=0

Dies zeigt, dass bei asymptotischer Gleichheit die Differenz |a, — b,| gegen oo gehen kann. Worauf es

ankommt, ist, dass die relative Differenz gegen Null geht, siehe Teil (c) des folgenden Lemmas.

6.4.2 Lemma

Seien (ay), (by) Folgen positiver Zahlen. Es sind dquivalent:
(@) tn ~ b (1 — )

(b) by~ ay (11— o)

ay — bn n—o0
an

(c) 0
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Beweis: Ubung. O
Es ist auch leicht zu sehen, dass asymptotische Gleichheit eine Aquivalenzrelation ist, d.h. neben der
Agquivalenz von (a) und (b) im Lemma gilt fiir Folgen (ay), (by), (cx) positiver Zahlen:

ay~b, und b, ~¢c, = a,~cy
Die Beispiele oben lassen sich leicht verallgemeinern, und dies war eine zentrale Idee im Beweis von Satz

6.3.3:

6.4.3 Lemma

Ist p ein Polynom von Grad g mit Leitkoeffizient d, dann ist p(n) ~ dnf (n — o).

Beweis: p(n)  dn$  dg_qnd87! N 1
N Er: t E N
dn8 dn8 dn8 (-
IR —0
=1 —0 o

Ein bemerkenswertes, schwierigeres Beispiel asymptotischer Gleichheit ist die Stirlingsche Formel, die
eine schnelle approximative Berechnung von n! fiir grofie n erlaubt:

n

n! ~n'e "\ 2mn

Hierbei ist e = 2,71828... die noch einzufiithrende Eulersche Zahl und 7 = 3,1415....

6.5 Konvergenz und Vollstandigkeit

Oft wollen wir die Konvergenz einer Folge zeigen, ohne schon vorher den Grenzwert zu kennen. Dann
konnen wir nicht direkt die Definition verwenden, da dort auf die Differenz 4, —a Bezug genommen
wird.

Zum Beispiel will man oft eine Gleichung f(x) = 0 16sen, etwa f(x) = x> + x + 1, man sucht also ein
x mit x5 +x+1 = 0. Fiir diese Gleichung (und fiir die meisten anderen) gibt es keine Losungsformel.
Oft gibt es aber Verfahren, wie man Néaherungslosungen finden kann. Auf diese Weise findet man etwa
eine Folge (x,) immer besserer Ndherungen in dem Sinne, dass f(x;) — 0 fir n — co gilt. Kann man
dann zeigen, dass die Folge x; konvergiert, so folgt fiir den Grenzwert a, dass

fla) = f(,}gI;OXn) = nlgfgof(xn) =0,
falls f stetig ist (was meistens der Fall ist; Stetigkeit werden wir bald behandeln), d.h. a ist eine Losung.
Ein weiterer Kontext, in dem dieses Problem aulftritt, ist bei der Summierung unendlicher Reihen.
In diesem Abschnitt lernen wir einige Kriterien kennen, mit denen die Konvergenz einer Folge ohne

Kenntnis ihres Grenzwertes gezeigt werden kann. Sie basieren am Ende alle auf dem Vollstandigkeitsaxi-
om; das erste involviert Monotonie:

6.5.1 Definition
Eine Folge (a5,) heifit monoton wachsend, falls ay41 > ay firalle n und
monoton fallend, falls ay11 < ap furalle n.
Eine Folge (a,) heifit streng monoton wachsend, falls 4,1 > a, fiir alle n und
streng monoton fallend, falls ay11 < ap furalle n.

6.5.2 Satz

Ist (a,) eine monoton wachsende und nach oben beschrénkte Folge, dann konvergiert (a;) .

Nattirlich gilt eine analoge Aussage fiir monoton fallende, nach unten beschrankte Folgen.
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Beweis: Nach Annahme ist die Menge M := {ay, 4,43, ... } nach oben beschrinkt. Aus dem Vollstindig-
keitsaxiom folgt, dass a := sup M existiert. Wir zeigen, dass a, — 4.
Sei ¢ > 0, dann existiert ny mit apy > a—¢, denn andernfalls wire a — ¢ obere Schranke im Wider-

spruch zur Supremumeigenschaft von a. Fiir n > ng istdann a, > a,, > a — ¢ und gemaf der Definition

. » . |
von a ist a, < a.Also |a, —a| <e fiir n > ny. Monotonie m|

6.5.3 Definition
Eine Teilfolge einer Folge (a,) ist eine Folge (anl,aHZ,ans,...),
wobei 17 < np < nz... natiirliche Zahlen sind.
Beispiele:
(1) ap = % (1, %, %, %,...) hat zum Beispiel diese Teilfolgen:
1111 1 111 1
(1/jr§/§/7/'-') (2/ r) (1/j/Zr§/E/"')
(2) Sei a,:=(-1)" (-1,1,-1,1,—-1,1,...). Zwei Teilfolgen sind:
(-1,-1,-1,-1,-1,...) (1,1,1,1,1,...)

| I |
——1 —1

Q=

7

N

Aus den Definitionen folgt sofort:

6.5.4 Lemma

Falls (a,) eine Folge mit a, — a ist, so konvergiert jede Teilfolge von (a,) gegen a.
Schreibweise: a,, — a (k — o).

6.5.5 Definition
Ein a € R heiflt Hiufungspunkt jimit point einer Folge (a,), falls
fiir jedes € > 0 unendlich viele n existieren mit: |a, —a| < e.

Beispiel: Die Folge (a,) mit a, := (—1)" hat die Hiufungspunkte —1 und 1.
6.5.6 Lemma

Ist (a,) eine Folge und a € R, dann gilt:

a ist Haufungspunkt von (4,) < Es gibt eine gegen a konvergierende Teilfolge von (a;,)

Beweis:
»= < Sei a Haufungspunkt von a, .
Wihle 1y so, dass |a —an, | <1 (e =1 in Konvergenzdefinition)

1. e
Wihle n3 > nq so, dass |a —ap,| < (e= 5 in Konvergenzdefinition)

Q= N =

Wihle n3 > ny so, dass |a — an,| <

Die Teilfolge (an, ) konvergiert gegen a,da [a —ay, | < % .

» <=« Sei Ap, — 4, dann gibt es fiir alle ¢ > 0 ein ko mit: |ank —a| < ¢ fiir k > kg . Daraus folgt, dass a
Hiufungspunkt von (a,) ist. ]
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Beispiel: Sei (a,) eine Aufzdhlung von Q. Dann ist jede reelle Zahl Haufungspunkt von (a;).

6.5.7 Satz (Satz von Bolzano-Weierstrass)

Jede beschrénkte Folge hat einen Haufungspunkt.

Beweis: Sei (a,) beschrinkt und (b,) die Folge definiert durch b, := inf{ay,, a,1,a,42,...}. Es gilt
by < b,y furalle n,denn {ay,a,.1,a,42,...} D {ay41, 4042, ...}, und fiir beliebige Mengen A, B C R
mit A D B ist inf A < inf B (Ubung!). Auerdem ist per Annahme |a,| < K fiir alle # und somit folgt
|bn| <K fiir alle n. (by) ist also beschriankt, und somit existiert nach Satz 6.5.2 ein Grenzwert b € R.

Es bleibt zu zeigen dass eine Teilfolge von (a,) gegen b konvergiert (a,, — b) . Betrachte
by = inf{ay,az,...,an,,...}
bn1+l = inf{an1+1,an1+2, ce ,anz, e }
buyt1 = inf{an, 11, any42,- -, any, .. } etc,
wobei 1y < np < ... wie folgt definiert sind:

Sei n; derart, dass ap, < by +1.

. 1
Sei ny > ny derart, dass an, < bn1+1 + 5

. 1
Sei n3 > ny derart, dass an, < bn2+1 + 3 usw.

n; existiert jeweils, weil nach der Infimumsdefinition b, |1 + 3 keine untere Schranke fiir die Menge

{an, | +1,8n; ;+2,...} ist. Dann ist: )
bni < n; < bni,1+l + 7
[ I— [

Also wegen Satz 6.2.4: an, — b. O

Bemerkung: Das im Beweis konstruierte b ist der kleinste Haufungspunkt von (a;).

Beweis: Sei ¢ < b.Zu ¢ := % gibt es wegen b, — b ein ng, so dass b, > b —e¢ fir n > ny gilt, und
damit wegen a, > b, auch a, > b—¢e. Nunistaber b —e = c+e¢, also folgt a, > c+¢,also |a, —c| > ¢
fiir n > ngp, somit kann ¢ kein Hiufungspunkt von (a,) sein. O

Wir haben gezeigt, dass die Menge der Haufungspunkte einer beschrankten Folge ein kleinstes Element
(ein Minimum) besitzt. Analog besitzt sie auch ein Maximum. Fiir diese Zahlen gibt es Namen:

6.5.8 Definition
Sei (a,) beschrinkt, dann sei

liminfa, := der kleinste Hiufungspunkt von (a;)

n— oo

limsup a, := der grofite Hiufungspunkt von (a;)

n—oo

liminf ist von inf und limsup von sup zu unterscheiden.

1
— 5 1 ungerade.

Beispiel: Sei (a,) die Folge mit {1 +1 5 gerade
ay =

Dann ist ist die Menge der Haufungspunkte {0,1}, und es ist

limsupa, =1 # sup{ay, az,...} = %

n—oo

hgnlolgfan =0 7é inf{al,az,...} =-1.
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Da limsup und limsup fiir beschrankte Folgen immer existieren, lim aber nicht unbedingt existiert, ist

manchmal folgende Beobachtung niitzlich:

6.5.9 Lemma
Sei (ay) eine beschrédnkte Folge und a4 € R. Dann sind dquivalent:

(1) an =

(2) limsupa, =liminfa, =a.
n—oo =3

(3) a ist der einzige Haufungspunkt von (a;).

Beweis: Die Aquivalenz von (2) und (3) ist klar, ebenso die Implikation (1) = (3). Die Implikation (3) = (1)
ist eine Ubung. o

Man kann die Definition des Haufungspunktes dahingehend erweitern, dass man co und —oo als Héu-

fungspunkte zulaft.
oo heifit Haufungspunkt von (a,), falls (a,) nach oben unbeschrankt ist. Analog fiir —oo.

Dann gilt, dass jede Folge (beschrénkt oder unbeschriankt) einen Haufungspunkt in den erweiterten reel-
len Zahlen R hat (Ubung!), und limsup und liminf werden (als Elemente von R) fiir beliebige Folgen

reeller Zahlen genauso wie vorher definiert, und das Lemma gilt dann allgemein fiir beliebige Folgen.

Beispiel: Fiir a, = n ist limsupa, = liminfa, = c.
n—00

n—oo

Nun kommen wir zum wichtigsten Kriterium fiir Konvergenz.

6.5.10 Definition

Eine Folge (a,) reeller Zahlen heifit Cauchy-Folge, falls
fiir alle ¢ > 0 ein ng existiert, so dass fiir alle n,m > ngy gilt: |a, —am| < €.

Sehr lax ausgedriickt heifit dies, dass die Folgenglieder immer dichter zusammenrticken.

6.5.11 Sidtzchen

Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Beweis: Seien a4, — a und ¢ > 0 fest gewihlt. Finde ny mit |a, —a| < % fir n > ng. Fur n,m > ng ist

d
an | — am| = (an — ) + (2 = aw)| < |an —a +[a —au| < 5+ =e¢. .

Wesentlich interessanter ist:
6.5.12 Satz

Jede Cauchy-Folge konvergiert in R.

Dies gilt im Allgemeinen nicht in Q. Sind z.B. x, rationale Zahlen mit x, LAaN 2, s0 ist (x,) eine

Cauchy-Folge in Q, konvergiert aber nicht in Q.
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Beweis: In zwei Schritten:
1. Wir zeigen: (ay,) ist beschrankt.
Sei ¢ = 1. Finde ng mit |a, —ay| <1 fiir n > ny. Sei nun m = ngy, dann:
n>ny = \an—an0| <1 = |a, < \an0|+1.
Also ist max{|ay], |az], ..., |any|} + 1 eine obere Schranke fiir (ay).
2. Nach Bolzano-Weierstrass hat (a,) einen Haufungspunkt a. Sei (a,,;) eine Teilfolge mit a,, — a
fir i — co. Es bleibt zu zeigen, dass 4, — a flir n — c0.Sei £ > 0.
Wiihle iy mit i > ip, somit |a,, —af <e.
Wihle ng mit n,m > ng, somit |a, — an| < €.
Wihle ein i > iy mit n; > ng.
Fir m > ny ist dann

|am —al < |am — an;| + |an, —a| < 2e.
L =z | L T | D




7 Unendliche Reihen

7.1 Definition und Beispiele

Beispiel: Eine unendliche Reihe ist zum Beispiel %+%+%+%+---: 1.
Wenn man nicht aufpasst, gibt’s Probleme:
1-1+41-141----=(1-1)+(1-1)+---=04+0+4+---=0
=1-1-1)-1-1)—---=1-0-0—---=1.

Um also nicht in Widerspriiche wie 0 = 1 zu geraten, sollten wir die Summation dieser Reihe nicht

zulassen.

7.1.1 Definition

Seien aq,ap, ... reelle Zahlen und seien

51 ‘= dq

Sy :=ay +ap
Spi=ay+ay+---+ay.

(o)
Die Reihe Z a; ist per Definition die Folge (s1,s2,53,...)-
i=1

o
Die ReiheZai konvergiert gegen s € R <= s, — > s
i=1

(o)
s heifst Summe der Reihe, und man schreibt: a1 +ap +--- = Z a;=s.
i=1

Die a; heifsen die Glieder der Reihe, die s, heiffen Partialsummen der Reihe.

(o)
Falls s, — o0, so schreiben wir: > a; = co.
i=1

(o)
Die Summation kann auch mit einer anderen Zahl als 1 beginnen, etwa 3 a;.
n i=0
Die Partialsummen sind dann analog s, = 3 a;.
i=0

Wir betrachten zunichst zwei wichtige Beispiele: Die geometrische und die harmonische Reihe.

Die geometrische Reihe

Sei g € R. Dann nennt man o
i =14+g+*+7+--
i=0

geometrische Reihe . Die Partialsummen sind:

1—l]n+l
sn=14+q0"+7+ - +q"=¢ 174
n+1 fallsg=1.

fallsg #1

49
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Daraus folgt sofort:

© 1 st konvergent fiir |g] <1
Zqz _J)J1—q
i=0 divergent fir |q] > 1.
Beispiele:
© 3
O d=C+7+7+ =q- (1+q+q2+---> :l‘%q fiir || < 1.
i=3

geometrische Reihe
(2) Warum ist 0,9 = 1? Per Definition ist

1 1
— 49—+,

= 1
0,9—9-E+9~102 e

und diese Reihe konvergiert gegen (Ausklammern von 9 - 11—0 )

11

TR 1

Die harmonische Reihe

Die harmonische Reihe ist: * 1
> 7
i=1

Diese Reihe divergiert, wie man folgendermafien sehen kann:
Fiir n = 2F ist
1 1 1 1

Sn:1+%+§+i+"'+g:1+%+(%+Z)+<g+"‘+g)+"'+(

1 1 1 1
> _ P - L =
>1+5+2 2+4 g+ +2 1+

also ist die Folge der Partialsummen unbeschrankt, somit divergent.

2k-1 41

1
+...+?

1 &

N[ =

2k

Wir notieren ein paar einfache Rechenregeln, die wir schon in den Beispielen verwendet haben:

7.1.2 Satz

o0 [ee]
Angenommen, die Reihen 3" a; und 3" b; konvergieren.
i=1 i=1

(1) Dann konvergiert die Reihe 3 (a; +b;), und es gilt:
i=1

1

(ai+bi) :Za,-—kZbi
=il

i=1 i=1

[o°]
(2) Falls ¢ € R, so konvergiert }° c¢-a;, und es gilt:
i=1

o0 (e
Zc-ai = C-Zai
i=1 i=1

Beweis:

n n n
(1) Setze sy == > (a;+0b;), ty:=> a;, up = > b;.
i=1 i=1 i=1

Wegen des Kommutativgesetzes gilt fiir alle n: s, = t, + uy.

Mit Satz 6.2.3 gilt dann: s,, — nhrr.}o ty + 71hrrol<> uy , und das ist gerade die Behauptung.

(2) Folgt analog.



7.2 Konvergenzkriterien fiir Reihen 51

Eine einfache Beobachtung ist:

7.1.3 Satz

Falls 3 a; konvergiert, so folgt: a; =z,
i=1

[ee]
Bemerkung: Achtung! a; — 0 (i — oo) impliziert nicht, dass > a; konvergiert. Ein passendes Beispiel
ist die harmonische Reihe. =
Beweis: Esist a4; =s; —s;_1. Aus der Konvergenz von (s,) folgt, dass (s,) eine Cauchy-Folge ist. Also
gibt es zu € > 0 ein iy so, dass |s, —sy| < € fiir n,m > iy ist. Wendet man dies mit n =i, m =i—1
an, so folgt |a;] < e fiir i > ip+1. |

o0
Mittels Kontraposition folgt: Falls a; - 0 (i — o0), soist Y a; divergent.
i=1

Beispiel: 1—1+1—1+1—1+---=73 (=1)" ist divergent.
i=0

Der »Klammertrick« am Anfang dieses Kapitels ldsst sich nun so verstehen:
1 wenn n gerade
Sn =
0 wenn n ungerade

Die beiden »Klammerungen« entsprechen genau den beiden Teilfolgen mit geraden bzw. ungeraden Indi-

zes, und diese konvergieren gegen 1 bzw. 0.

Beispiel: Folgende Reihe ist konvergent:

o0
1 1 1 1
ﬁ+ﬁ+m+“'—zlm
1=

Dennmit —— =1 _1_ ergibt sich fiir s, :
x(x+1) x x+1

w (=D G-Dr (D G-k

Wie zu erkennen ist, ldsst sich diese Summe durch Kiirzen stark vereinfachen (Teleskop-Prinzip):
1

n+1

Dies konvergiert gegen 1. Die Reihe ist also konvergent mit Summe 1.

Sn =

7.2 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Das interessanteste Problem fiir Reihen ist sicherlich, ihren Wert zu berechnen. Dies ist meist sehr schwie-

rig und in vielen Féllen unmoglich. Ein erstaunliches Beispiel ist:
2
Ittt =
Ahnliche Formeln gibt es fiir die vierten, sechsten, etc. Potenzen. Aber fiir die dritten (und fiinften etc.)
Potenzen ist bis heute nicht bekannt, ob man die Summe der Reihe als geschlossenen Ausdruck angeben
kann.

Wir werden uns hier mit dem einfacheren Problem beschiftigen, wie man einer Reihe ansehen kann, ob
sie konvergiert oder nicht. Auch das ist nicht immer einfach. Diese Fragestellung ist aber fiir die Analysis
deswegen wichtig, weil viele wichtige Funktionen (beispielsweise die allgemeine Potenz, und daraus der
Logarithmus und die trigonometrischen Funktionen) mittels Reihen definiert werden. Da will man sicher

sein, dass diese Reihen konvergieren!
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7.2.1 Satz
(o)
Falls a; > 0 fiir alle i, so konvergiert > a; genau dann, wenn die Partialsummenfolge beschrankt
. i=1
ist.

Beweis: Aus a; > 0 folgt s; > s;_q1, also ist (s;) monoton wachsend. Wir wissen bereits, dass fiir
monotone Folgen gilt:

sy konvergent <« s, beschrankt

Bemerkung: Die Konvergenz bzw. die Divergenz dndert sich nicht bei Anderung von endlich vielen
Gliedern. (Die Summe dndert sich schon).

Cauchy - Kriterium

Grundlegend fiir den Beweis der weiter unten folgenden, praktischen Kriterien ist folgende eher »theore-
tische« Aussage:
7.2.2 Satz
(o]
> a; ist genau dann konvergent, wenn gilt:

i=1
Fiir alle € > 0 gibt es ein ng, so dass fiir alle n,m € IN gilt:

n>m>ny = |apo1tamea+--tan| <e
Beweis: Esist s; —s;; = ay41 + - - - + ay, also ist dies einfach die uns schon bekannte Aussage

(sn) konvergiert < (s;) ist Cauchy-Folge O

Majoranten - Kriterium

7.2.3 Satz
Es gelte |a;| < b; fiir alle i. Man sagt: (b;) ist Majorante fiir (a;).

(e8] (o]
Falls " b; konvergiert, so konvergiert auch ) a;, und es gilt:
i=1 i=1

Bemerkung: Die Annahme impliziert b; > 0 fiir alle i.

Bemerkung: Gilt die Annahme nur fiir i > ip fiir ein 7, so gilt dieselbe Aussage, wenn man in der
letzten Ungleichung die Summationen bei iy beginnen lasst.

Beweis: Wegen
a1+t an| < apia+ -+ |an] S by 4o+ bn = by + - + b

n n

folgt dies direkt aus dem Cauchy-Kriterium. Fiir s, = Y a;, t, = > b; ist analog |s,| < t;, also auch
i=1 i=1
| im s,| < lim t,. O
n—oo n—oo
Beispiel: n
1 1 1 1
It gtptpt =) =%
i=1
Fir i > 2 ist
11
2 " (i—-1)-i’
also
1 1 1
< LT =
‘212‘_14—1-2_‘_2(’;_‘_ 2
1= e |
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Quotienten- und Wurzelkriterium

7.2.4 Satz (Quotientenkriterium)

Sei a; € R fur alle i € IN.

(1) Fallsein g <1 und ein iy € IN existiert, so dass fiir i > iy gilt:

. (o)
|a|,a+|1\ < g, dann konvergiert die Reihe ) g;
i i=1

(2) Falls ein g > 1 und ein iy € IN existiert, so dass fiir i > iy gilt:

. o]
% > g, dann divergiert die Reihe " 4;
i i=1

Wichtig: Dasselbe g muss fiir alle i > iy funktionieren. Fiir Konvergenz gentigt es nicht, dass |u|;+|1\ <1
i

gilt! (Siehe das Beispiel der harmonischen Reihe unten).

Bemerkung: Das Kriterium fiir Konvergenz ist zum Beispiel dann erfiillt, wenn gilt:

|ai 1]
i—co  |a]
Das Kriterium fiir Divergenz ist zum Beispiel dann erftillt, wenn gilt:

existiert und ist < 1.

laiy1]

existiert und ist > 1.
i—00 |ﬂl'|

Fiir den Fall lim laial _ 1 kann keine allgemeine Aussage tiber die Konvergenz getroffen werden!

1—00 |a,~\

Beispiele:
(1) Betrachte die Reihe Z 1 (i € N). Wegen
i=1

i 1
ol E =g wnd limom =0<

konvergiert die Reihe.
(o)
(2) Fiir die harmonische Reihe Z 3 (i€ N) ist
i=1
laia| _ i

o] i+l und - lim 2= =
Wir wissen, dass diese Reihe divergiert.
1
(3) Fiir die Reihe Z} 2 (i € N) ist
1=
|2i11] P ; P
= und lim — =1
ol ~ Gr12 A i+ 1)

Wir wissen, dass diese Reihe konvergiert.
7.2.5 Satz (Wurzelkriterium)

Sei a; € R fur alle i € IN.

(1) Falls ein g < 1 und ein iy € IN existieren, so dass fiir i > i gilt:

V/lai| < q, dann konvergiert die Reihe Z a;
=il
(2) Falls ein g > 1 und ein iy € IN existieren, so dass fiir i > i gilt:

V/la;| > q, dann divergiert die Reihe Z a;
i=1
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Wichtig: Es reicht nicht zu zeigen: >V Vl0an| < 1.
n=ng

Beispiel:

(o)
. . . . 1 . .
Wir wissen aber, dass die Reihe > - divergiert.
n=1

Bemerkung: Das Kriterium fiir Konvergenz ist zum Beispiel dann erfiillt, wenn gilt:

lim \/|a;| existiert und ist < 1.

1—00

Das Kriterium fiir Divergenz ist zum Beispiel dann erfiillt, wenn gilt:
lim {/|a;| existiert und ist > 1.
1—00

Fiir den Fall lim /[a;| = 1 kann keine allgemeine Aussage iiber die Konvergenz getroffen werden!
1—00

Beispiele:

(1) Fiir die Reihe fj 7' (g €R) ist

i=1 ;
Vl0ail = lal,

und wir erhalten Konvergenz fiir |q| < 1 und Divergenz fiir |g| > 1. Der Fall |g| =1 kann mittels
des Wurzelkriteriums nicht entschieden werden. (Wir sahen aber oben direkt, dass die Reihe in
diesem Fall divergiert).

(2) Fur die Reihe ) 111 ist

i=1
! :1, und liml,:O,
it i j

i—oo 1

damit konvergiert die Reihe.

Beweis (Wurzelkriterium 7.2.5): Wir beweisen nur die erste Hélfte, der Beweis fiir die andere Hélfte und

fiir das Quotientenkriterium sind dhnlich. Es gilt

Vel <q = lan| <q",

0] (o]
wegen 0 < g < 1 konvergiert > 4", wegen des Majorantenkriteriums folgt, dass auch ) a, konver-

n=0 n=0
giert. O
Alternierende Reihen
. o (1)1

Beispiel: Frage: konvergiert die Reihe zu a; = ; ?

o]

11 1 1
2 n=1-3%573%5"
1=

()

Das Majorantenkriterium ist nicht anwendbar, da > |a;| divergiert. Der folgende Satz zeigt, dass diese
i=1

» alternierende harmonische Reihe « konvergiert.
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Leibniz - Kriterium

7.2.6 Satz

Ist (b,) eine monoton fallende Nullfolge, dann konvergiert die alternierende Reihe

(o)

Z(—l)iilbi=bl—b2+ba—b4+b5—~~~
=

Beweis: Behauptung: s; <s4 <s6 <..<s5 <53 <sq.
(1) Sei zunéchst n gerade. Sei a; = (—1)'1b;.
Sp = Sp—2 +ap—1 +an

=5p—2+ (*1)7172 by + (*1)1171 by
n gerade
=sp 2+ (by1—bn) 2842
N —|
>0 weil by <b,, _q
Also gilt fiir gerade n:
Sn 2 Sp—2

(2) Analog dazu ist der Beweis fiir ungerade n. Fiir diese gilt:
Sn < Sp—2
AuBlerdem gilt fiir gerade n:
Sp = Sp—1+an =Sy_1+ (_1)14—1 bn =sp—1—bn <1

Es folgt also: sp,54,56,... monoton wachsend und nach oben beschrankt, also konvergent. Analog kon-

vergiert sq,53,... . Sei
s = lim sy 5= lim spp.q
k—o0 k—o0
Dannist s =5, denn |s;, —s,_1| = b, mit b, 20, O

(o)
Bemerkung: lim Z a; = log?2 (nattirlicher Logarithmus). Dies werden wir spéter zeigen.

i=0

Bemerkung (interessant): Es gibt berithmte ungeldste Probleme der Mathematik, die mit der Konvergenz
(bzw. der Grofie der Summe) unendlicher Reihen zu tun haben. Etwa besagt die Lindel6f-Vermutung (die

eng mit der Riemannschen Vermutung von ca. 1860 verwandt ist — beide sind ungel6st):

S I .
v 3 sgl‘;ﬁsm(s-log(n))’ <c-s,

d.h. der Wert dieser Reihe (deren Konvergenz nicht einmal ganz einfach zu zeigen ist) wéchst (als Funk-

tion von s) langsamer als jede positive Potenz von s, wenn s grofs wird.

7.3 Absolute Konvergenz und Umordnung von Reihen

Bei endlichen Summen wissen wir, dass das Resultat nicht von der Reihenfolge der Summanden abhéngt.
Bei »unendlichen Summen, also Reihen, ist dies nicht mehr so! Wir werden sehen, dass unter einer zu-
satzlichen Bedingung (absolute Konvergenz) auch fiir Reihen die Reihenfolge der Summanden irrelevant
ist.
7.3.1 Definition
o0

(o)
Die Reihe Y 4; heifit absolut konvergent, falls ) |4;| konvergent ist.
i=0 i=0
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[ee] .
Beispiel: > (—1)’71 . % ist konvergent, aber nicht absolut konvergent.

i=1
Trotz dieses Beispiels ist folgendes ein oft niitzliches hinreichendes Kriterium fiir die Konvergenz einer
Reihe.

7.3.2 Satz
(o] (o)
Ist Y~ a; absolut konvergent, dann ist > a; konvergent.
i=0 i=0
(o]
Beweis: ) |4;| konvergiert, also konnen wir das Majorantenkriterium mit b; = |4;| anwenden. O

i=0

7.3.3 Definition

(e} o0
Ist 7:INg — INg bijektiv, so heifit > A (i) Umordnung rearrangement der Reihe ' a;.
i=0 i=0

7.3.4 Satz

Falls > a; absolut konvergent ist, so konvergiert jede Umordnung und die Summen sind gleich.
i=0

n oo}
Beweis: Seien s, = ) a;unds = > a;. Zu € > 0 wahle ny so, dass
i=1 i=1

e8]
|sy —s| < e fiir n>mny und Z|ai\ <e.
i:n0+1
Letzteres ist moglich, da die Summe auf der rechten Seite gerade die Differenz zwischen Summe und

(o]
ng -ter Partialsumme der Reihe ) |g;| ist, welche nach Annahme konvergiert.
i=1
n
Sei eine Umordnung 77:IN — IN gegeben, setze t, = >_ a,;).

Wahle ny mit {7(1), 7(2), .., w(n1)} D {1,..,mo}. -

Bemerkung: Wieso ist dies moglich? Die Menge {7~ 1(1),..., 7 1(ng)} ist endlich, also existiert ein
ny mit {1,...,n9} D {7~ 1(1),..., 7 Y(ng)}, was dquivalent zur geforderten Inklusion ist.

Fiar n > ny besteht dann t, — s, nur aus solchen Summanden a;, fiir die i > ng ist, also folgt mittels

der (endlichen) Dreiecksungleichtomg nach Hinzuftigung der anderen Summanden |a;| mit i > ng
[e°]
tn — sug| < Z la;| < €.
i:n0+1
Damit folgt fiir n > ny
[t —s| = |tn —suy + Sny — 5|
< tn = sug| + [sny — 8| < 2e.
Also konvergiert t, — s, was zu zeigen war. O

Folgender Satz zeigt, was alles passieren kann, wenn eine Reihe zwar konvergiert, aber nicht absolut

konvergiert.
7.3.5 Satz
(o]
Falls 3 a; konvergiert, jedoch nicht absolut konvergiert, so existiert eine divergente Umordnung.
-
! (o]
Auflerdem existiert fiir alle ¢ € R eine Umordnung 7t mit > a,; =c.
i=0

Beweis: Fiir eine Beweisskizze siehe zum Beispiel Behrends” Buch. O
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7.4 Doppelreihen, Cauchy-Produkt

Ein wichtiger Fall von Umordnungen tritt bei sogenannten Doppelreihen auf.
Seien Zahlen 4;; € R fiir alle i,j € IN gegeben. Wir ordnen diese in einem Schema (»unendliche
Matrix«) an:

a a2 a13 a14 a5
az1 a az3 24 az5
as1 azp as3 a34 a35

a4 a4 43 44 45

7.4.1 Satz (Doppelreihensatz)

Seien 4;; € R fiir i € N und j € N.
Angenommen es gibt ein K € R so, dass 3> |[a;| < K fiir jedes endliche M C N x IN.
Dann gilt: LM
(1) Jede Zeilensumme z; = }° a;; konvergiert.
j=1

(2) Jede Spaltensumme s; = Zlui]- konvergiert.
1=

o] [e°]
(3) Die Reihen }_s; und }_ z; konvergieren und haben dieselbe Summe, nennen wir sie S.

j=1 i=1 ©
(4) Falls ¢q,co,¢3,... eine beliebige Aufzdhlung aller g;; ist, so konvergiert auch Cr mit
derselben Summe S. k=1
Man schreibt: Z a; =S
ij=1

Bemerkung: Die Bedingung im Doppelreihensatz ist eine Umformulierung der absoluten Konvergenz,
die auf keine bestimmte Anordnung bezug nimmt. Es gilt namlich (Ubung!): Fiir eine Reihe > b; sind

i=1
dquivalent:

(1) > b; ist absolut konvergent.
i=1

(2) Es gibtein K € R, so dass ZIE/I |b;| < K fiir alle endlichen M C IN.

S
Beweis: Dass die Summe in (4) existiert und unabhingig von der Wahl der Aufzidhlung ist, folgt mittels
der Bemerkung aus dem Umordnungssatz. Sei S diese Summe.
Sei cq,c9,c3,... die Aufzihlung »entlang Quadraten«, d.h. erst kommt a;; dran, dann die restlichen
Eintrdge des oberen linken 2 x 2-Quadrats (in beliebiger Reihenfolge), dann die restlichen Eintrage des
oberen linken 3 x 3-Quadrats, etc.
Die absolute Konvergenz und damit die Konvergenz jeder Zeilesumme und jeder Spaltensumme folgt
daraus, dass dies Teilfolgen der absolut konvergenten Folge (cx) sind.

Wir zeigen nun, dass Y z; = S gilt. Sei Q, = {(i,j) € N?: i,j < n} das obere linke n x n-Quadrat
i=1

2
n
und g, = > a; = } ¢ die n-te »linke obere Quadratsumme«. Dann gilt offenbar
(i,/)€Qn k=1
n n o [ee]
Gn— 2| <D > lagl < D0 lagl= D el

i=1 i=1 j=n+1 (i,j)#Qn k=n2+41
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Da (ci) absolut konvergiert, strebt die rechte Seite fiir n — oo gegen Null. AuBerdem strebt g, fiir
&) n

n — oo gegen S. Daraus folgt, dass > z; = nlim >~ z; = S. Analog zeigt man, dass die Summe der
i=1 T®i=1

Spaltensummen gleich S ist. O

Ein wichtiger Spezialfall des Doppelreihensatzes ergibt sich, wenn man zwei Reihen multipliziert:
7.4.2 Satz (Cauchy-Produkt)

(o) (e}
> bi und }° ¢; seien absolut konvergent.

i=0 j=0
n o]
Setze d,, = _ bijc,_;, dann konvergiert > d, absolut und es gilt:
i=0 n=0
S = (550) - (50)
n=0 i=0 j=0

Bemerkung: Die Motivation fiir die Definition der d,, ergibt sich aus der Multiplikation von Polynomen:
Sei p (x) ein Polynom vom Grad k und g (x) ein Polynom vom Grad .

p(x) = by +byx + byx® + ...+ bk

q(x) =co+c1x+ x4+ .+ ox!
Die Multiplikation p (x) - q (x) ergibt:

p(x)-q(x) = (bo+brx +bpx® + o+ bak) - (co+ erx cpx? -+ o)
= (boco + bocyx + bocpx® + -+ + boclxl) + (b1cox +bieix® + bpepx® + -+ blclxlﬂ)
+-F (bkcoxk + ber XK £ o2 4 bkClka)
= boco + (boc1 + bicg) x 4 (boca + by + bycg) x> 4 -+ - + byt
=do+dix 4+ dpx® + - -+ dpy X

wobei d, = znj bi - ¢,_; ist (wenn man die endlichen Folgen by,...b;y und cy,...,c; zu unendlichen

i=0
Folgen fortsetzt, indem man b; =0 fiir i > k und ¢; =0 fiir j > [ setzt).

Beweis: Es gilt:

[e°] [e°] o] (o]

() (o) -2 (Em ) -2 5 )

(o) (o)
Denn nach den Rechenregeln fiir Reihen kénnen wir den Faktor } b; in die Summe 3 ¢; hineinziehen
i=0 j=0

o]
und dann fiir jedes j den Faktor ¢; in die Summe }° b; hineinziehen.
i=0
Die Behauptung ist nun ein Spezialfall des Doppelreihensatzes, mit a;; = b; - ¢;. Denn z&hlt man die a;;

»nach Diagonalen« auf (dhnlich zum Beweis der Abzéhlbarkeit einer abzédhlbaren Vereinigung abzahlbarer

Mengen):
a00 —  dp1 ao2 —  aop3 ao4
/ / vd
aio a1 a2 a13 a14
L/ v
a0 a1 ay a3 a4
/

aso as1 as2 as3 34
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[e9)
So entsteht die Reihe " d,, gerade dadurch, dass man in dieser Aufzdhlung den ersten Term dy nennt,
n=0
die nédchsten drei Terme (die zweite Diagonale) zu d; zusammenfasst etc.

Es bleibt noch die Bedingung im Doppelreihensatz nachzupriifen, also: Es gibt ein K so, dass fiir alle
endlichen M C INg x Ny gilt: >> [b;cj| < K.
ijeM

ngy ngy [ee] 0
Dies ist okay, denn 3~ |bicj| < 3 |b;| - 3 |¢j| < K mit K = (Z \b,-|) . (Z \cj|) und 1y so grof, dass
ijeM i=0 =0 i=0 =0
M c H{0,...,np} x {0,..., ny}. Wichtig: K ist unabhéngig von g, also von M. O

7.5 Potenzreihen
Eine wichtige Methode, Funktionen zu definieren und zu untersuchen, ist mittels Potenzreihen.

7.5.1 Definition .
Eine Potenzreihe ist eine Reihe der Form: Z cix', wobei ¢; € R fiir alle i.
i=0

Wir wollen eine Potenzreihe als Funktion von x € R auffassen. Dafiir miissen wir zunichst wissen, fiir
welche Werte x sie tiberhaupt konvergiert. Der erste Schritt in dieser Richtung ist:

7.5.2 Lemma
o] g
Falls die Reihe >~ ¢;x' fiir x = xy konvergiert, so konvergiert sie auch fiir alle x mit |x| < |xo|,
i=0
und zwar absolut.

[eS) . .
Beweis: Sei xq # 0, sonst ist nichts zu zeigen. Y c;x{, konvergiert, also ¢; (xo)’ =%0.
i=0

Dabher ist die Folge (cixf))ie]NO beschrinkt, also existiert ein K, so dass fiir alle i gilt: |¢; (xo)i | <K.

Wir schreiben nun
> eix' = ci(xo) (—) .
. ‘ X0
i=0 i=0

Benutze das Majorantenkriterium: Es gilt

. o 4
) i x | x | . X
le; (x0)' | < K’x—ol und ZOK’x—O’ konvergiert, da ‘x—o‘ <1.
=

7.5.3 Definition

00 .
Der Konvergenzradius von ) ¢;x' ist

i=0

R = sup{x >0: Z |cix'| konvergiert } .
i=0

7.5.4 Satz

0 .
Hat die Potenzreihe ) ¢;x' den Konvergenzradius R, dann gilt:
i=0

(1) Fir |x| < R konvergiert die Reihe absolut.
(2) Fur |x| > R divergiert die Reihe.

(3) Fir |x| = R ist keine allgemeine Aussage moglich.
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Wie immer bedeutet >keine allgemeine Aussage moglich¢, dass man sich hier etwas anderes einfallen

lassen muss, um die Konvergenz bzw. Divergenz zu tiberpriifen.
Beweis:

(1) Sei |x| < R, dann existiert xp mit 0 < xy < R und |x| < xo. Nach Definition von R konvergiert
die Reihe fiir xg. Verwende nun Lemma 7.5.2.

00 A ol .
(2) Sei |x| > R. Angenommen, > c;x' konvergiert, so wiirde nach Lemma 7.5.2 folgen: ¢yt ist
i=0 i=0
absolut konvergent fiir alle y mit |y| < |x|.

Wihle y mit R < y < |x|, dann folgt ein Widerspruch zur Definition von R. O

Beispiele:
o] .
(1) Was ist der Konvergenzradius der Reihe ) x' (allec; =1)?
i=0
Wir wissen bereits: Fiir |x| < 1 konvergiert die Reihe absolut und fiir |x| > 1 divergiert sie. Daraus
folgt: R=1.

(2) Die Exponentialreihe 3 );—'
i=0 *

. . . x
Wir benutzen das Quotientenkriterium: a; = = also
1.

it
a; o xi o i+1 ’
il
Es gilt lim 1+L1 = 0 fiir jedes x € R. Also folgt: Exponentialreihe konvergiert absolut fiir beliebige
1—00

x, also ist der Konvergenzradius R = co.
ol .
(3) Betrachte die Potenzreihe ) i!x'. Mit dem Quotientenkriterium folgt:
i=0

. ; . yit]
G CRDVXT gy,

a; il xt

Esist | (i4+1)x| > 2 fiiri > 2 , also ist die Reihe tatséchlich divergent fiir alle x # 0.

x|

7.5.5 Satz
o .
Der Konvergenzradius R von > ¢;x* ist

i=0 1

R=—F"—.
limsup /||
i—00

Hierbei sei festgesetzt:

(i)

Q=

(i) = =0

(iii) lim sup (einer nach oben unbeschrinkten Folge) = oo

1—00

Die Festsetzung in (i) darf nicht in anderen Kontexten (z. B. Grenzwertegeln) verwendet werden!
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Bemerkung:

> Falls der Grenzwert lim \/|c;| existiert, ist er gleich dem limsup, also R =
1—00 H

1
1—00 hm \/i |Cl‘ .
i—00

> In manchen Féllen ist die Formel des Satzes nicht besonders niitzlich, da der lim sup nur schwer zu
berechnen ist. Dies trifft zum Beispiel fiir die Exponentialreihe zu. In diesem Fall muss man anders

vorgehen, um R zu bestimmen (s. oben fiir die Exponentialreihe).
Beispiele:

1 _ 1 _ 1
imewp iy Jim iy

In diesem Fall konvergiert die Reihe fiir x = R und fiir x = —R.

00 .0
(1) Die Reihe 3 f—z hat den Konvergenzradius R = =1.
i=1

00 i
Die Reihe }° xT hat auch den Konvergenzradius R = 1, sie divergiert aber fiir x = R und konver-
i=1

giert flir x — —R, wie wir sahen.
. . X nii s . 1 1
(2) Fiir die Reihe }° 2'x' ist der Konvergenzradius R = ———— = .
i=0 lim sup V2! 2
i*?OO

Beweis (Satz 7.5.5): Falls
|x] < hmsulw , dann folgt qo = hlilli?pm = |x| ~lirlisc>21p Vleil <1.
i—o0

Waihlt man nun ein g mit g9 < g <1, so folgt aus der Definition von limsup, dass es ein iy gibt, so dass

Vx| < q.

0 .
Nach dem Wurzelkriterium konvergiert also die Reihe > ¢;x*.
i=0

fur i > iy gilt:

|x| >1

lim sup v/|c;]|
i—00

Die Divergenz fiir zeigt man dhnlich. O






8 Die Exponentialfunktion

8.1.1 Definition

Die Exponentialfunktion exponential function iSt definiert als exp : R — R mit

o]

x 2 a8
exp(x) iizﬁ:1+x+i+§+m
i=0

Wie wir sahen, konvergiert diese Potenzreihe fiir alle x € IR. Dass dies wirklich etwas mit »Exponenten«
zu tun hat, also dass es eine Zahl e € R gibt mit exp(x) = e* fiir alle x, ist von der Definition her kaum
zu glauben. Genau genommen macht diese Behauptung auch keinen Sinn, denn wir haben die Potenz

bisher nur fiir rationale Exponenten definiert! Wir werden also so vorgehen:
(1) Wir zeigen exp(x) = e* fiir eine gewisse Zahl e, fiir rationales x.

(2) Wir definieren e* := exp(x) fiir beliebiges x € R. Wegen (1) ist diese Definition mit der schon

bekannten (fiir x € Q) konsistent.

(3) Fiir andere Basen a > 0 definieren wir dann a* fiir beliebige x € R mittels eines Tricks tiber den
Logarithmus mittels ¢*. Auch hier ist die Konsistenz mit der bisherigen Definition nachzupriifen.

Schritt (2) und (3) werden wir in einem machen.

8.1.2 Definition

Die Eulersche Zahl ist definiert als

1 1 1
Es gilt: e ~ 2,71828.

8.1.3 Satz
(1) exp(x+y) =exp(x)-exp(y) firalle x,y € R.
(2) exp(x) =¢* furalle x € Q.
Beweis:

(1) Nach der Definition der Exponentialfunktion gilt:

oS xi 0 o
exp (x) - exp (v) :ZijT = Zdn/
i=0  j=0 A
wobei L Aoy
d, = = .E:On! T (Cauchyprodukt)
i
1 - n\ i n—i 1
> (i)xlyn e )
i=0
Also folgt:

n!

exp () exp () =3 du =3 T _exp(xty) .
n=0 n=0

63



64 8 Die Exponentialfunktion

(2) Dies ergibt sich aus dem nachfolgenden Lemma im Fall ¢ =1. O

8.1.4 Lemma

Falls x € Q und c € R sind, gilt:  exp(x-c) = (exp(c))*.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung zunichst fiir natiirliche Zahlen x, dann allgemeiner fiir rationale
Zahlen x.

(1) Sei x € INp. Mit Satz 8.1.3(1) erkennt man, dass
exp(2-c) = exp(c) - exp(c) = exp(c)? und
exp(3-¢) = exp(2-c) -exp(c) = exp(c)? - exp(c) = exp(c)*.
Es liegt also nahe, die Behauptung mit Hilfe der vollstindigen Induktion zu zeigen:
Induktionsanfang (x = 0): exp(0-c) = exp0 =1 = (exp(c)) ist klar.
Induktionsschritt (x ~» x+1): exp((x+1)-c) = exp(x-c+c) = exp(x-c) -exp(c) = exp(c)* -

exp(c) = exp(c)**1.

(2) Sei ng mit p,q € IN. Nach (1) gilt mit d € R:

exp(q-d) = exp(d)?
Mit d := g - ¢ folgt dann:

exp(d)1 :exp(s ~c)q = exp(q . g . c) =exp(p-c) =exp(c)?

. p
q-te Wurzel EXp(s -C) _ exp(c) g

(3) Sei x = —% mit p,g € IN. Aufgrund von Schritt 2 ist 1 = exp(0) = exp(xc)exp(—xc) =
P _p

exp(xc)(exp(c))T . Also folgt exp(xc) = (exp(c)) 7. o

Bemerkung: Zur Beweistechnik: Warum war es geschickter, die allgemeinere Aussage des Lemmas als
den Spezialfall im Satz 8.1.3(2) zu beweisen (abgesehen davon, dass die allgemeinere Aussage an sich von
Interesse ist)?

Der erste Schritt im Beweis wire fiir ¢ = 1 genauso verlaufen. Aber beim zweiten Schritt verwenden
wir das Ergebnis des ersten Schrittes in der allgemeineren Form. Hatte man den ersten Schritt nur fiir
¢ =1 formuliert, wire dieser Schluss nicht moglich gewesen.

Das Additionsgesetz fiir die Exponentialfunktion, exp(x +y) = exp(x)exp(y), hat interessante Konse-
quenzen. Zum Beispiel ist Teil (2) des folgenden Satzes aus der Definition von exp(x) als Reihe kaum zu

erkennen.

8.1.5 Satz
(1) exp(0) =1.
(2) exp(x) >0 furalle x € R.
(3) exp ist streng monoton wachsend, d.h. x <y = exp(x) < exp(y) .
(4) xlgrc}o exp(x) = oo und xElIloo exp(x) =0.

(5) Die Abbildung exp: R — (0, 00) ist bijektiv.
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Beweis:
(1) Per Definition iiber die Reihe ist exp(0) =1+0+04+0+---=1.

2) Offensichtlich ist 1+x+£+£+ﬁ—|—--- >0 fir x > 0.
2 6 T 24

Seinun x < 0.Dannist —x > 0 und nach obigem also auch exp(—x) > 0. Aus exp(x) -exp(—x) =
exp(x —x) = exp(0) =1 folgt exp(x) > 0.

(3) Sei x < y.Dannist exp(y) = exp(x+ (y — x)) = exp(x) - exp(y — x) > exp(x).
e —
>1 wenn y>x

(4) Fir x > 0 gilt: exp(x) > 1+ x. Aulerdem gilt: lim 14 x = co also lim exp(x) = co.

I — . o 1 . _
Fir x < 0 setze z := —x, dann ist exp(x) = opz — 0,da Zl1ﬂrro1oexp(z) = .

(Genau genommen werden Grenzwerte von Funktionen erst spéter eingefiihrt. Aber was diese Aus-
sagen bedeuten, sollte wohl klar sein).

(5) Hier verwenden wir einige Ergebnisse tiber stetige Funktionen im Vorgriff:
exp ist stetig, also gilt der Zwischenwertsatz (siehe Satz 10.3.1).

Surjektivitat: Sei y > 0. Wegen (4) gibt es ein xy mit exp(xp) < y und ein x; mit exp(x1) > y.
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es also ein x mit exp(x) =y.

Injektivitat: Diese folgt direkt aus der strengen Monotonie. O

8.1.6 Definition

Wir definieren den Logarithmus logarithm log : (0,00) — R als die Umkehrfunktion von exp,

d.h.:
log(y) =x & exp(x) =y firy >0

Man nennt log auch den »nattirlichen Logarithmus« oder Logarithmus zur Basis ¢. Manchmal wird statt
log die Bezeichnung In verwendet. In der Mathematik ist die Bezeichnung log am weitesten verbreitet.

8.1.7 Satz
Der Logarithmus (log) hat folgende Eigenschaften:

(1) log(1) =0
(2) log ist streng monoton wachsend.

(3) Jimy log (y)| = co und’ lim log (y) = oo
V>0
(4) log(y1 - y2) = log(y1) +log(y2)
Beweis: Die Behauptungen folgen alle direkt aus den entsprechenden Eigenschaften der Exponential-

funktion, z. B. (4): Es gilt
exp(a+b) = exp(a) - exp(b)

Einsetzen von a :=logy; und b :=logy, ergibt:

exp(logy1 +1ogy2) =y1 12
= logy1 +logy, = log(y1 - y2) - O
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8.1.8 Definition
Fira e R mit a >0 und x € R sei

X

a* = exp(x-loga)

Dies ist konsistent mit der mit fritheren Definition 5.1.10, denn wegen Lemma 8.1.4 gilt fiir x € Q:

X

exp(x -loga) = (exp(loga))* =a*.

8.1.9 Satz

Die Rechenregeln fiir Potenzen in Satz 5.1.11 gelten weiterhin fiir die allgemeine Potenz.

Vielleicht erscheint unsere Definition der allgemeinen Potenz etwas kiinstlich oder willkiirlich. Wére es

nicht viel natirlicher gewesen, die allgemeine Potenz wie folgt zu definieren?

8.1.10 Alternativ-Definition

Sei a >0, x € R.Sei (x,),eN eine Folge rationaler Zahlen mit x, — x (n — oo). Dann ist a*"

fuir jedes x;,, schon definiert. Setze nun

a* = lim a™ .
n—oo
Dies wire in der Tat moglich. Man miisste nun einiges nachpriifen: Dass der Grenzwert 4" {iberhaupt
existiert, dass er unabhingig ist von der Wahl der approximierenden Folge (x,), und schliefSlich, dass
die Potenzgesetze gelten. Das konnten Sie ja einmal als Ubung versuchen!
Ubrigens folgt die Eigenschaft der Alternativ-Definition fiir »unsere« Potenzfunktion direkt aus der

Stetigkeit von log und exp.
8.2 Anhang: ¢ = lim(1 + %)n und Folgerungen

. . . - . 1\" . L s
Hier wird die Identitit e = hm(l + ;) bewiesen sowie eine Reihe interessanter Folgerungen daraus

hergeleitet.
8.2.1 Satz
Sei x;, = (1 + %)n , Yn = (1 + %)HH . Dann gilt:
(8.1) nlglgo By = nlillgoy” =e

(xn)n ist streng monoton wachsend, (y,)» ist streng monoton fallend. Insbesondere gilt f.a. n:

Xp <e<Yn
Bemerkung: Unsere Definition von e ist
(o)
1 1 1
(8.2) e=) m=l+1+5+ 5+
k=0
In manchen Biichern wird e mittels (8.1) definiert und dann (8.2) bewiesen.

Beweis: Dies folgt durch »scharfes Ansehen« der binomischen Formel:

® () =5 (1)
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D
enm A1 _ 1 nn=1)---(n—k+1)
k] nk Kk nk
_ 1 nn-1 n-k+l
Tk on n n !

also
n\1 1 1 k—1
o0 (-t 0-D -5
Hélt man k fest und ldsst n — oo, so folgt
n 1 1
(8.5) (k> .

wodurch (8.2) mittels (8.3) zumindest plausibel wird. Fiir ein genaues Argument muss man nur etwas

aufpassen, da k in (8.3) nicht »fest« ist, sondern bis n lduft.
Was uns rettet ist die Tatsache, dass die Terme mit »grofSem« k sehr »klein« sind. Genauer: Aus (8.4)

folgt zunéachst:

(8.6) <Z>nlk <z

Sei nun ¢ > 0 gegeben. Wegen der Konvergenz der Reihe (8.2) gibt es ein ky mit
ko 0

5) -3 p= Y m<e
k=0 k=ko+1

Wegen (8.5) gibt es fiir jedes k € Ny ein
. 1 n\ 1 € ..
no(k) >k mit ‘F — <k>nk‘ < 5% fir n > ng(k).
Setzt man nun ng := max{ng(1),n9(2),...,n9(ko)}, so folgt mittels der Dreiecksungleichung

ko ko
1 n\ 1 € € €
_ — i — — N U > .
‘,;,Ok’ kgo<k>nk‘<s+2+4+ +2k0<2£ fir n > ng

(Beachte ng > ko).
Nun konnen wir die Differenz e — x,, abschitzen: Fiir n > ng ist

k=0 =
o, K 1 <1 L 1
n n
<[Ca-X (al+l X &+l (D)
k=0 k=0 k:k0+l k:k0+1

<2e+e+e=4e.

(Eigentlich sind alle Terme positiv, daher kénnte man die Betragsstriche auch weglassen; bei der Verallge-
meinerung (8.8), (8.9), siehe unten, braucht man sie aber). Dass der letzte Term in Betragsstrichen kleiner

als ¢ ist, folgt direkt aus (8.7) und (8.6). Damit ist die Konvergenz x,, — e bewiesen.

Aus % =14 % — 1 folgt dann sofort auch

Xn

lim y, =e.

n—o00

Die Monotonie der x, liest man direkt aus (8.3) und (8.4) ab, denn wegen 1 — I _>1- % fur j >0

n+1 1 n\ 1
( k )(n+1)k 2 <k>nk

ist
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also
n
_ n+1 1 _(n l) 1
Xp41 — Xn = (;;) ( K > +1)F (k) o +7(n+1)”+1 >0.
Dass die y, monoton fallen, ist mittels einer analogen Rechnung (binomische Formel etc.) kaum einzuse-

hen, folgt aber zum Beispiel so:

)T ey

Y1 _ (nil)n B 11.( n? )”

2
und nzn, 7= 1+ nzl, 7 >1+ % , also mittels der binomischen Formel (Weglassen der Terme k > 2):
n? A\ 1\" 1 1
(=) >(1+) >14n =1+
woraus y;—_l >1,also vy, <y,—1 folgt. O
n

Bemerkung: Derselbe Beweis, mutatis mutandis (d.h. man macht an »offensichtlichen« Stellen »offen-
sichtliche« Anderungen), liefert

. x\"
(8.8) ,}grgo(l + E) = exp(x)
fir x € R (und sogar x € C), und allgemeiner

. X\ "
(8.9) Jim (1 + ?) = exp(x)

fiir jede Folge (xn)yen mit x, — x (siehe Sektion 8.1 in Konigsberger” Analysis I).
Gleichung (8.9) kann man zum Beispiel verwenden, um einen einfachen Beweis des Additionsgesetzes

fir die Exponentialfunktion zu erhalten: Fiir x,y € C ist
1+ (1+D) =1+2+L 48 —q 2
n n n n n n
mit z, =x+y+ % — x4y (n— o), also folgt aus (8.9)
Y x\"* .. y\"
exp(x) -exp(y) = hm(l + E) -hm(l + ﬁ)

=tim[(1+3) 1+ )]

= lim(l + %’) =exp(x+vy).
Folgerungen

Der Satz bzw. die Verallgemeinerungen (8.8) und (8.9) haben eine Reihe hiibscher Anwendungen, zum
Beispiel:

> kontinuierliche Verzinsung fiihrt zur Exponentialfunktion (siehe Konigsberger, S. 110)
> gute Abschédtzungen fiir die Fakultat

(8.10) e- (g)n <nl<e- (%ﬂ)nﬂ

> die Formel

1,1 1 1
> eine gute Anndherung dafiir, wie »schnell« die harmonische Reihe divergiert, ndmlich logarith-
misch:
(8.12) log(N +1) <1+ 3+ 3+ + 3 < (logN) +1
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i j
Beweis (8.10): Das Produkt xq - x5 - - - x,,_1 vereinfacht sich teleskopartig: Schreibe xj = (%) , dann

= () (0 ()

23 m-n " T

Wegen x; < e fiir alle j folgt d o1 also nt > e (1)
genx]<8 ur a e] Ogt araus 1’['<E ,aSOn.>e p .

Die andere Ungleichung beweist man nun analog mittels y1 - y2 -+ Yy . O

Bemerkung: Die obere und untere Schranke in (8.10) liegen um den Faktor

n+1n+1
(=)

()

auseinander. Die (viel schwieriger zu zerlegende) Stirlingsche Formel besagt, dass die Wahrheit ziemlich

:%-(1+%)n-(n+1)zn+1

genau in der Mitte (im Sinn des geometrischen Mittels) liegt:
n n
T~ (2) .
n! (e) 27tn (n — o)
Beweis (8.11): Wir verwenden eine dhnliche Teleskopidee, aufier dass wir in den Ungleichungen
1\" 1 \"
(1e3) <e<(t+55)

erst die n-te Wurzel ziehen:
1 1 1 n
(813) —1+E<3” <1+m—n_1

n+1

Schreiben wir dies fiir n = N, N +1,..., M (fiir beliebige N < M) und multiplizieren diese Ungleichun-

gen, so folgt nach dem Kiirzen:
M

N-1
Was niitzt das? Nimmt man etwa M = 2N und lisst N — oo, so streben die obere und die untere

1,1 1
MI\}Ll < eNTNFATTM <

Schranke gegen 2, also folgt 1 1
lim eN*"TIN =2,
N—oo
bzw. durch Logarithmieren (log ist stetig!)
. 1 1
I
Was hat das mit (8.11) zu tun? Folgender kleiner Trick zeigt dies. Die (2n)-te Partialsumme der Reihe

(8.11) ist

1 1 1 1 1 1 1 1
Thatgtgt oty ta) 2 (Grit )

Il

/N Yoy
—_
+

v e

Dies ist gleich (% + e+ %) - %, und da der Ausdruck in Klammern gegen log2 und % gegen 0
strebt, folgt (8.11). a
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Bemerkung: Die Konvergenz der »ungeraden« Partialsummen (gegen denselben Grenzwert) folgt direkt

aus der Konvergenz der geraden Partialsummen, da die Folgenglieder gegen Null gehen.
Beweis (8.12): Schreiben wir zur Abkiirzung
1 1 1
Hy _1+§+§+”'+ﬁ'
Die Hy heiflen die harmonischen Zahlen . Wir schreiben die linke Ungleichung in (8.13) fir n =1,...,N
hin und multiplizieren. Das ergibt nach Kiirzen
N+1<efN,

also nach Logarithmieren die linke Ungleichung in (8.12). Schreiben wir die rechte Ungleichung in (8.13)
fur n = 2,... N hin und multiplizieren, so folgt

1.1 1
N < e§+g+'“+ﬁ _ eHNfl

7

also die rechte Ungleichung in (8.12). O

Bemerkung: Die obere und untere Schranke in (8.12) unterscheiden sich um weniger als 1. Da logn — oo
fur n — oo, wird der relative Fehler in der Approximation H, ~ logn fiir grofle n immer kleiner. Mit
etwas mehr Hilfsmitteln (z. B. der Euler-MacLaurin-Summationsformel) kann man zeigen, dass, mit einer
kleinen Korrektur, sogar der absolute Fehler gegen Null geht: Der Grenzwert

v = nlin(}o(Hn —logn)

existiert und heifSst Euler-Mascheroni-Konstante, v = 0,577.... Es ist bis heute unbekannt, ob 7 rational

oder irrational ist! Die Konstante taucht in verschiedenen Kontexten auf, zum Beispiel

0% :/ e “logxdx,
0

oder bei den wichtigsten speziellen Funktionen, etwa

7= -T'(1) = lim(2(s) - ),

s—1

[e9)

wobei I' die Gamma-Funktion (Verallgemeinerung der Fakultit) und Z (s) = > n~° (fir s > 1) die
n=1

Riemannsche Zeta-Funktion ist.



9 Komplexe Zahlen

9.1 Definitionen und wichtige Regeln

Wir fithren die komplexen Zahlen geometrisch ein. Dies vermeidet von Anfang an Fragen wie: Ja, gibt es
diese komplexen Zahlen, zum Beispiel diese Wurzel aus —1, denn tiberhaupt?

Wir werden dann sehen, dass man mit diesen »Zahlen« genauso rechnen kann wie {tiblich (d.h., dass
sie einen Korper bilden), dies rechtfertigt dann vielleicht erst die Bezeichnung >Zahlenc.

9.1.1 Definition

Der Korper der komplexen Zahlen complex numbers € sei wie folgt definiert:
C:=RxR={(xy):xyecR}
Mit den Verkniipfungen + und -, definiert fiir z = (x,y) € C und w = (1,v) € C durch:
z4+w:=(x+u,y+0)

z-w=(Xx-U—y-v,x-0+y-u)

(xry)(oll) = (_yrx)

Y

X u x—+u

Die Formel fiir die Berechnung von z - w sieht kompliziert und willkiirlich aus. Sie ist aber durch folgende

»einfache« Eigenschaften eindeutig festgelegt (Ubung!):

L (xy)-(1L0)=(xy).
2. (x,y)-(0,1) = (—y, x) . Multiplikation mit (0,1) entspricht 90° -Rotation nach links.
3. Fiirjedes z € C ist die Abbildung w — z-w R-linear, d.h. es gilt fiir alle w,w’ € C und A € R:
z-(w+w)=z-w+z-w
z- (Aw) = Az - w)
Hierbei ist Aw die Skalarmultiplikation von A mit w, d.h., falls w ein Paar (u,v) reeller Zahlen
ist, so ist
Aw == (Au, Av)

(»Streckung« von w fiir A > 0, bzw. Streckung und Punktspiegelung im Nullpunkt fiir A < 0).

Schreibweise:

> Statt (x,0) schreibe einfach x, falls x € R. Hiermit fassen wir R als Teilmenge von C auf.
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> i:=(0,1).

> Fir z = (x,y) € C schreibe: Rez :=x, Imz =y.

Man nennt Rez den Realteil und Imz den Imagindrteil von z.

Bemerkung: Mit diesen Schreibweisen gilt fiir x,y € R:
(vy) =x+iy
Beweis: x +iy = (x,0) +(0,1) - (y,0) = (x,0) + (0,y) = (x,y) .
Wenn immer wir im Folgenden z = x + iy schreiben, nehmen wir stillschweigend an, dass x und y

reell sind.

Der Hauptgrund fiir die Einfithrung der komplexen Zahlen ist, dass es eine »Wurzel aus —1 « gibt. Es

gibt sogar zwei:

9.1.2 Satz

i?=—1und (—i)> = —1.

Beweis: (0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,0-1+1-0) = (—1,0) und
(0,-1)-(0,-1)=(0-0—(-1)-(-1),0-(=1)+(=1)-0) = (—-1,0). O

9.1.3 Satz

C ist mit 4, - ein Korper.

Beweis: Die Korperaxiome sind leicht nachzupriifen. Die neutralen Elemente sind (0,0) fiir die Addition
und (1,0) fiir die Multiplikation. Der einzige schwierige Punkt ist, zu zeigen, dass es fiir jedes z # 0 ein
w gibt, so dass z-w =1 gilt.
Wir geben hier einfach eine Formel fiir w an; wie man drauf kommt, sehen wir etwas spéter.

Sei z = x +1y. Setze X .
w = P zm .

Dann rechnet man sofort nach, dass z-w =1 gilt. O

Bemerkung:

> Man rechnet also mit komplexen Zahlen »ganz normal« (unter Verwendung des Distributivgeset-

zes), wobei man nur i2 = —1 zu beachten hat, also

(x +iy) (u + iv) = xu + iyu + xiv + iyiv = xu + izy + ixv + i2yo
= (xu — yv) +i(yu + xv).

Dies stimmt mit unserer Definition der komplexen Multiplikation iiberein. Wenn’s anders wiére,

hitten wir namlich ein Problem...

> C kann nicht angeordnet werden, genauer: Es gibt keine Relation > < < auf C, fiir die die Anord-
nungsaxiome (Axiome eines angeordneten Korpers) gelten. Denn wie wir gesehen hatten, folgt aus
den Anordnungsaxiomen, dass x2 >0 fir alle x gilt; aulerdem gilt 1 > 0, also —1 < 0. Da nun

aber i? = —1 ist, kann es keine Anordnung geben!

> Zum Begriff »Wurzel«: Fiir positive reelle Zahlen x hatten wir /x als die eindeutige positive reelle
Zahl y definiert, fiir die y> = x gilt. Kann man nun eine sinnvolle Definition fiir >/—1< oder
allgemeiner > 1/z < geben, falls z € C? Was zeichnet i vor —i aus? Hier gibt es keine dhnlich gute
Antwort. Wir werden dies spiter (bei den Polarkoordinaten) nochmal aufgreifen.
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9.1.4 Definition
Sei z € C mit z=x+1iy.

(1) z :=x —iy ist das komplex Konjugierte complex conjugate VON Z.
(2) |z| = /%2 +y? ist der Betrag absolute value VON Z.

Die folgenden Rechenregeln sollte man gut beherrschen.

9.1.5 Lemma

Seien z,w € C. Dann gilt:

(4) z=2z <= zistreell, dh. z=x+i-0 (x € R)
) |zl =z|
6) |z-w|=|z| - |w]

(7) lz+w| <|z|+|w| (Dreiecksungleichung)

Beweis: Einfach nachrechnen. O

1

Mit 9.1.5(2) konnen wir die Formel fiir z~" nun auch besser verstehen. Dies ist ein wichtiger Rechentrick.

1 . . .
m — zu berechnen, erweitere mit x — iy !
xX+1y
1 X —iy _x—iy X Y
x+iy  (x4iy)-(x—iy)  x2+y2 a2+y2 a2 4y2

Vieles, was wir fiir reelle Zahlen kennengelernt haben, funktioniert auch fiir komplexe Zahlen. Aber nicht
alles (ndmlich nichts, was mit der Anordnung zu tun hat)! Insbesondere das, was aus den Kérperaxiomen
gefolgert wurde, gilt auch weiterhin, zum Beispiel die binomische Formel:
Seien z,w € C und n € N, dann gilt:
n
n _ ny\ k. _.n—k
(z+w)" = Z <k> z"w
k=0
Bemerkung: Die harmlos aussehende Formel |z-w| = |z| - |[w| hat eine interessante Konsequenz.
Quadriert man sie und schreibt z = x + iy, w = u + iv, so besagt sie
(v = y0)® + (0 + yu)® = (o +y?) (4 + 7).

Sind x,y,u,v ganze Zahlen, so kann man dies folgendermafien lesen:

Das Produkt zweier Zahlen, die sich als Summe zweier Quadratzahlen schreiben lassen,
148t sich wieder als Summe zweier Quadratzahlen schreiben.

Zum Beispiel ist 65 = 5 x 13 und 5 = 12 +22, 13 = 22 + 32, und man erhilt die weniger offensicht-
liche Darstellung 65 = 42472,

Die Frage, welche Zahlen n sich als Summe zweier Quadratzahlen schreiben lassen, ist nicht leicht zu
beantworten. Etwa fiir n = 11 geht es nicht. Die Antwort, ausgedriickt durch die Primfaktorzerlegung
von 1, lautet: Es geht genau dann, wenn jeder Primfaktor der Form 4k 4-1 in gerader Potenz auftritt.
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9.2 Folgen und Reihen komplexer Zahlen

Fiir die Konvergenzbetrachtungen bei Folgen reeller Zahlen war nur wichtig, dass wir einen Abstands-
begriff hatten, der die Dreiecksungleichung erfiillt. Da wir auch auf C einen Abstandsbegriff haben (der
Abstand von z,w € C ist |z — w]|), kénnen wir vieles sofort von R auf C iibertragen. Zum Beispiel die

Definition von Konvergenz:

9.2.1 Definition

Sei (ay)neN eine Folge in C und a € C. Dann definieren wir:

lima, =a == VYV 3V |a,—a|<c¢
n— oo e>0 ngeN n>ng

Nicht definiert ist die Eigenschaft der Monotonie fiir Folgen im Komplexen.

Die Konvergenz von Folgen in C lasst sich leicht auf Konvergenz in R reduzieren:

9.2.2 Satz
Seien z,z; € C mit z, = x, + iy, und z = x +iy (x4, ¥n, x,y € R), dann gilt:

n—oo n—oo n—oo
Zy ——z <= xy ——x und Yy, —— Y

Beweis: Fiir w € C gilt

|w| = \/(Rew)2 + (Imw)? < 2-max{|Rew|, |[Imw|} .
Mit w = z,, — z ergibt das ><=«, denn
Re(zy —z) =xy — x
Im(zy —2z) =yn —y,
so dass aus |x;, — x| < e und |y, —y| < € sofort |z, —z| < 2¢ folgt. Aulerdem gilt
[Rew| < |w]
[Imw| < |w]|.

Das ergibt » == «. O

9.2.3 Definition
Cauchy-Folgen, sowie Konvergenz und absolute Konvergenz von Reihen definiert man fiir kom-

plexe Zahlen genauso wie fiir reelle Zahlen.

Bemerkung: Etwas subtiler ist die Frage, was » bestimmte Divergenz « (also z; — o) fiir eine Folge
komplexer Zahlen bedeuten soll, denn bei der Definition wurde die Ordnungsrelation » < « verwendet.

Standardméfiig definiert man
Zy — © <= |z| — o0

Man beachte aber, dass etwa fiir die Folge z; = —n im reellen Sinne z; — —oo gilt, wiahrend
im gerade eingefiihrten komplexen Sinne z;, — oo gilt. Daher ist hier Vorsicht geboten. Auch die

Rechenregeln fiir Limites in den » erweiterten komplexen Zahlen « C = C U {co} muss man neu
iiberdenken (Ubung!).

9.2.4 Satz
Die Rechenregeln fiir Folgen und Reihen, das Cauchy-, das Majoranten-, das Quotienten- und das
Whurzelkriterium gelten auch fiir komplexe Zahlen; ebenso die Sétze tiber absolute Konvergenz

und Umordnungen.
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Zum Beweis erinnern wir uns, dass alle diese Sédtze darauf beruhten, dass Cauchy-Folgen in R konver-

gieren. Dies gilt analog in C:

9.2.5 Satz

Cauchy-Folgen in C konvergieren.

Beweis: Folgt sofort aus Satz 9.2.2 und dem entsprechenden Satz fiir reelle Zahlen. O

Beim Majorantenkriterium ist nur zu beachten, dass die Majorante immer eine Folge (nicht-negativer)
reeller Zahlen ist. Denn die Bedingung |a,| < b, macht nur fiir reelle Zahlen b, Sinn.

Die Aussage von Satz 9.2.5 nennt man auch die Vollstindigkeit der komplexen Zahlen . Erinnerung:
Fiur R ist der Satz tiber die Konvergenz von Cauchy-Folgen dquivalent zum Vollstindigkeits- (oder
Supremums-)Axiom, d.h. ndhme man die Konvergenz von Cauchy-Folgen als Axiom zu den Korper-
und Anordnungsaxiomen hinzu, so konnte man daraus die Aussage des Supremumsaxiom herleiten.

9.3 Komplexe Potenzreihen

[ee]

Wir konnen Potenzreihen Z cyz" betrachten, wobei ¢, € C fiir alle n und z € C ist. Lemma 7.5.2 gilt
n=0

weiterhin (mit x,xg € C), und der Konvergenzradius ist genauso definiert:

R = sup{x >0: > Jon|x” konvergiert}
n=0

Die Reihe konvergiert dann wieder absolut fiir |z] < R und divergiert fiir |z| > R, und wiederum kann
man fiir |z| = R nichts Allgemeines sagen. Beachte aber, dass es nun unendlich viele Punkte z mit
|z] = R gibt (falls 0 < R < o0), also gibt es hier sehr viele Moglichkeiten.

Ubrigens heifit die Menge {z € C : |z| < R} Konvergenzkreis. Dies ist wirklich ein Kreis (falls
0 < R < o0), und dies ist der Grund fiir den Namen »Konvergenzradius«. Die Exponentialfunktion ist

damit auch fiir komplexe Zahlen definiert:

2 22
exp(z)zl—i—z—&—?—&—g—i—ﬂ—i—--- fiir alle z € C,
und das Additionsgesetz exp(z + w) = exp(z) exp(w) gilt fur alle z,w € C (mit demselben Beweis wie
in R).
Damit ist auch a* fir a >0 (a € R), z € C definiert:

z

a® = exp(z-loga)

Bemerkung: Die Frage, ob man die Potenz auch mit komplexer Basis a definieren kann, wird erst in
Analysis IV behandelt. Hier nur soviel: Ist der Exponent z € Z, so ist es kein Problem. Ist aber z ¢ Z,
so ist a — a* (a € C) eine mehrwertige Funktion (d.h. jedem a sind mehrere »Funktionswerte«
zugeordnet: Fiir z € Q endlich viele, sonst unendlich viele).

Es gibt noch viel Interessantes zu den komplexen Zahlen zu sagen, zum Beispiel ist

aber davon spater mehr.






10 Stetigkeit

10.1 Definition und elementare Eigenschaften

Sei f: D — R mit D C R. D heifit Definitionsbereich von f.
Der Begriff der Stetigkeit soll die Idee ausdriicken, dass die Funktion keinen Sprung macht. Dies kann
man fiir den ganzen Definitionsbereich fordern oder nur fiir einen einzelnen Punkt xo € D:
f ist stetig in xp bedeutet:

Wenn sich x der Zahl xy anndhert, so nidhert sich der Funktionswert f(x) der Zahl f(xy) an.

Eine unmittelbare Umsetzung dieser Idee ist mittels Folgen moglich:

10.1.1 Definition
Sei DCR, f:D—R, xg€D.
(1) f heif8t stetig in xp continuous, wenn fiir alle Folgen (x,),cn in D gilt:
lim x, =xp = lim f(xu) = f(xo)
Sonst heifst f unstetig in X9 discontinuous -

(2) f heifSt stetig auf D , wenn f injedem xy € D stetig ist.

Beispiele:
(1) Sei f(x) =x und D =R, dann gilt: f ist stetig auf ganz R, denn
lim x, =% = lim f(x) = f(x0),
da f(xy) = x, und f(xg) = xp.

(2) Sei f(x) = x> und D = R, dann gilt: f ist stetig auf ganz R, denn nach den Regeln iiber

Folgengrenzwerte gilt:

. . 2 2 :
lim x; =xp = lim x;, = x5 = lim f(x.) = f(x0)

0 wennx <0 1
(3) Sei H(x) = und D = R. Dann ist H nicht stetig in xp = 0, denn mit x, = ——
1 wennx>0 n

gilt:

nlirroloxn =0, aber H(x;) =0-» 1= H(xg)
H ist stetig in allen Punkten xo # 0. Dies folgt aus dem nachfolgendem Lemma, wobei man fiir
xg < 0 als Vergleichsfunktion ¢ = 0 und 6 = |xg| wiahlt und fiir xo > 0 als Vergleichsfunktion

g=1,sowie § =xq.
H heifst manchmal Heaviside-Funktion .

Fir ¢ € R bezeichnet ¢ = ¢ hierbei die konstante Funktion, g(x) = ¢ fiir alle x.
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10.1.2 Lemma

Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft. Das heifst: Seien f,g: D — R zwei Funktionen, xp € D und
es gebe ein 0 > 0 so, dass gilt:

f(x) = g(x) fur alle x € D mit [x — x| < 4.

Falls dann g in xq stetig ist, so ist auch f in xg stetig.

Beweis: Sei (x,) eine Folge in D mit x, — xg. Das heif8t, dass es ein ny gibt, so dass fir n > ng
gilt: |x, —x9| < J, also f(x;) = g(xu). Wegen der Stetigkeit von g in xp gilt g(x,) — g(xg). Da
fxn) = g(xn) fiir n > ng gilt, folgt f(x,) — g(x0) = f(xp). Also ist f stetigin xp. o

Bemerkung: In der Definition der Stetigkeit ist wesentlich, dass die Bedingung fiir alle Folgen (x,) erfiillt
ist. Im dritten Beispiel erfiillt die Folge x, = 1 durchaus die Bedingung, dass x, — 0 und H(x,) — H(0)
gilt. Das reicht aber eben nicht; H ist unstetigin 0.

Beispiel: Hier noch ein etwas abstruseres Beispiel, das zeigt, dass man nicht alles durch Zeichnungen

Fo) = {O wenn x € Q

veranschaulichen kann:

1 sonst.

Behauptung: f ist tiberall unstetig. Beweis:

(1) Sei xp ¢ Q, also f(xg) =1.Sei (x4),en eine Folge mit x, € Q und nlglgo Xp = X .
Dann ist nlgr(}of(xn) =0+#1.

Wieso existiert die Folge (x,)? Weil Q dicht in R ist. Genauer: Nach Satz 5.1.7 existiert zu jedem

n € IN eine rationale Zahl x, € (xg — %,xo + %) . Dann gilt offenbar x, — xq.

(2) Sei xp € Q. Sei (xn)zen eine Folge mit x, ¢ Q und ylli_rgoxn = xg. Dann ist nh_r)rgof(xn) =1#0.
Wieso existiert die Folge (x;)? Ubung!

Fiir die Stetigkeit gelten einige einfache »Rechenregeln«, die leicht aus den entsprechenden Grenzwertre-
geln folgen:

10.1.3 Satz

Seien D C R, xg € D und f,¢g: D — R in xg stetige Funktionen. Es gilt dann:
(1) f+g und f-g sind stetig in xg.
(2) Falls g(x) # 0 fiir alle x € D ist, so ist auch jgr stetig in xg .

Weiterhin sind die konstanten Funktionen und die Funktion f mit f(x) = x f.a. x € D stetig.

Bemerkung: Hierbei ist natiirlich f + ¢ : D — R die Funktion definiert durch (f +g)(x) = f(x) + g(x),
und analog fiir f-g¢ und g .

Die konstanten Funktionen sind die Funktionen der Form f(x) = ¢ fiir alle x, fiir ein festes (von x

unabhéngiges) ¢ € R.
f

Die Bedingung bei (2) wirkt vielleicht unnattirlich: Fiir die Stetigkeit von < im Punkt xp sollte es

reichen, dass ¢ nur im Punkt xy nicht verschwindet. Wir werden dies spéter etwas genauer untersuchen
(Satz 10.1.7).
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Beweis: Sei (x,),en eine Folge in D mit nlgrolo Xn = Xg . Die Stetigkeit von f und g in x¢ bedeutet
Tim f(xn) = f(xo) und  lim g(x:) = g(x0),
und mit den Grenzwertregeln (Satz 6.2.3) folgt lim [f(xn) +8(xn)] = flxo) +g(x0). Alsoist f+ g

f
8
Die Stetigkeit der konstanten Funktionen ist klar, die von f(x) = x wurde oben nachgepriift. O

stetig. Die Stetigkeit von f-g und = folgt analog.

Beispiel: Alle Polynome sind stetig. Denn beginnend mit f(x) = x und den Konstanten kann man jedes
Polynom durch wiederholtes Multiplizieren und Addieren erhalten. (Formal: Beweis durch Induktion
uber den Grad).

Wir brauchen noch eine weitere Regel, die »zusammengesetzte« Funktionen betrifft, also die Komposition

von Funktionen:

10.1.4 Satz (Komposition)
Seien D,D' CR und f:D — R, ¢: D' — R mit f(D) C D’.Sei xy € D. Dann gilt:
Falls f in xp und g in f(xg) stetig sind, soist go f in xo stetig.
Zur Erinnerung: (go f)(x) = g(f(x)) (sprich »g nach f«).

Beweis: Zu zeigen: Fiir jede Folge (x,),en in D gilt:

Xy —xg = (gof)(x) = (g0 f)(x0)
Sei also (x,) eine beliebige Folge mit x, — xg.Da f stetig in xq ist, folgt f(x,) — f(xg).Da g stetig
in f(xg) ist, folgt weiter g(f(xn)) — g(f(x0)). O

Beispiele:
(1) §:R— R, x+ |x| ist stetig (Ubung).
(2) Wir wissen: Jedes Polynom ist stetig. Also ist x — |p(x)| stetig, falls p ein Polynom ist.
(3) Wir werden auflerdem sehen, dass exp stetig ist. Also ist auch x +— ex’ stetig.

(4) Sei H:R — R die im Beispiel (3) nach Definition 10.1.1 definierte Heaviside-Funktion.
Dann ist x +— H(x? — 1) stetig fir alle x € R\ {1,—1}, da fiir diese gilt: x> —1 #0.
Fir viele Zwecke ist folgende dquivalente Charakterisierung der Stetigkeit niitzlich. In vielen Biichern
wird sie als Definition von Stetigkeit verwendet.
10.1.5 Satz
Sei DCR, f:D — R, xg € D. Dann gilt:
. . 3 B
f ist stetigin xyp <— sio 20 XEVD [f(x) — f(xo)| < e
|x—xg|<é
Beispiele:
(1) f(x) =10x.Sei € >0 und xp = 0. Wir brauchen ein § > 0, so dass gilt:
lx— 0] < & == |f(x) — f(0)| <e, das heifit
x| <6 == |f(x)| <e

Wihle 5:18—0,dannist [x] < % = |10x| < e = [f(x)| < e.
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f(x) f(@)
flzo) +¢ fl@o)+tep-———------"-"-"-"-"-"-"—-—-———-
T+ f(zo0)
flzo) —¢ fl@o)—efp-———----=-o/--""--—-—————-
zo
t x
zog — 0 zo+ 96
(a) Es existiert eine J-Umgebung, so dass fiir alle x aus der (b) Es kann keine entsprechende 5-Umgebung existieren.

6-Umgebung alle f(x) innerhalb der e-Umgebung liegen.

Abbildung 10.1: Stetigkeit mit e- ¢ -Charakterisierung

(2) Nochmal Heaviside: H(x) = {0 wenn x < 0

1 wennx>0.

Priifen wir die Unstetigkeit in xy = 0 mittels der e-¢J-Charakterisierung nach. Zu zeigen:

3 — >
>0 Jzo xélD [H(x) = H(xo)| = €
[x—xq|<é

Wihle ¢ = %.Zu 0 >0 wihle x = —%.Dannist |x| < é,aber |[H(x) —H(0)|=10—-1]=1> ¢!

Beweis (Satz 10.1.5): Sei D C R, f: D — R, xg € D. Wir miissen die Aquivalenz der folgenden

beiden Aussagen nachweisen:
A: Mit x, € D fiiralle n € N gilt: lim x, = xo = r}iirgof(xn) = f(xp).

B: 3 i — o ¢gilt: — .
RACR AL |x —xo| <6 gilt: |[f(x) — f(xo)| <e

(1) B= A:
Sei ¢ > 0,x;, € D und ,}E{}Ox" = xp und 0 wie in B. Wéhle § wie in B. Wegen Jiirgoxn = Xg
existiert ein 19 € IN so, dass |x, — xg| < ¢ fiir n > ng. Wegen B mit x = x,, folgt, dass fiir n > ng
[f(xn) — f(x0)| < e ist. Somit ergibt sich: r}iir;of(xn) = f(xo).

(2) A = B (indirekter Beweis): Angenommen, B gilt nicht. D. h.:

3 | i — : — >e.
3,9 3 mit v x| <85 |f(x) — f(x0)] > e

Waihle ein solches ¢. Wende dies an auf 6 = %, n=1,2,3,4,5,... . Nenne x, das erhaltene x.
Dann gilt: |x, — xo| < 1, d.h. nlglgoxn = xp, aber |f(xy;) — f(xo)| > € fiir alle n, also nlgrc}of(xn) #

f(xg). Also gilt A nicht. Als Kontraposition ist somit A = B gezeigt. O
In vielen Zusammenhangen ist folgende Beobachtung niitzlich:

10.1.6 Lemma

Sei f: D — R stetigin xg € D. Sei a € R. Dann gilt:
Falls f(xp) > a ist, so gibtes ein 6 > 0, so dass fiir alle x € D mit |x —xg| < gilt: f(x) >a.
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Diesen Beweis sollten Sie nicht einfach nur lesen, sondern erst selbst versuchen zu machen! Es gibt viele
andere Arten, dieselbe Idee aufzuschreiben, aber richtig verstehen wird man sie nur, wenn man selbst
dartiber nachgedacht hat.

Beweis: Wihle ¢ = f(xg) — a. Wegen der Stetigkeit von f folgt: Es gibt ein § > 0 so, dass gilt:
xeD,|lx—xo|<d = |f(x)—f(x0)| <e.
Fir diese x ist dann insbesondere f(xg) — f(x) < ¢, also
f(x) > f(xo) —e=a. O
Bemerkung: Aus dem Lemma folgt sofort: Falls f(xg) # 0 und f in xj stetig ist, existiert ein J > 0, so
dass f(x) # 0 fir |x —xo| < J gilt.
Damit koénnen wir die Bedingung an den Nenner in Satz 10.1.3(2) abschwéchen:

10.1.7 Satz

Seien D C R, f,g: D — R stetigin xp € D. Sei g(xp) # 0. Dann gilt:
f

(1) es existiert 6 > 0 so, dass § zumindest auf DN (xg — J,x0 +J) = D’ definiert ist.
(2) é: D’ — R ist stetig in x.

Beispiele:
(1) f(x)=1, g(x) =x, %: R\ {0} — R ist stetig.

(2) Allgemeiner: Sind p,q Polynome, dann ist s stetig auf {x : g(x) # 0} (rationale Funktion).

10.2 Grenzwerte von Funktionen

Mit der Stetigkeit eng verwandt ist die Betrachtung des Grenzwertes des Funktionswertes f(x), wenn
sich x an eine Zahl xp anndhert. Es ist jedoch niitzlich, hier auch solche xy zuzulassen, die nicht im
Definitionsbereich von f liegen.

Wenigstens sollte aber D an x; »angrenzen«. Dies wird durch den folgenden Begriff prazisiert.

10.2.1 Definition

Sei D C R. xp € R heiffit Haufungspunkt accumulation point von D, falls fiir jedes ¢ > 0 ein
x € D mit 0 < |x — x| < € existiert:

V 3 0<|x—x| <e¢
e>0 xeD

Zu beachten: xop muss hierbei nicht in D liegen!
Beispiele:
(1) Jedes xg € [0,1] ist Hiufungspunkt von (0,1) und es gibt keine weiteren.

(2) Z hat keinen Haufungspunkt.



82 10 Stetigkeit

. (1
(3) Sei D—{E.nE]N}.
xp = 0 ist der einzige Haufungspunkt. Sobald xy > 0 ist, gilt: Ab einem bestimmten ny (n > ng)

sind die % < ? , wihle dann ¢ = % . Es gilt dann nédmlich fiir alle n > ng:

LR
n 0 o

1 X0 1 X0 1 _ 0
n 2

—<T = ——x< -5 = x-—-
n 2 n 0 2 0 n

(4) Die Menge der Hdufungspunkte von R\ Q ist ganz R.

Bemerkung: Vorsicht! Es gilt nicht, dass xy Haufungspunkt der Menge {x1,x;,...} ist, falls xo Hau-
fungspunkt der Folge (x,) ist.

So hat beispielsweise die Folge (xn),en mit x, = (—1)" die Hiufungspunkte 1 und —1, jedoch ist
die Menge {x, :n € N} = {(—1)": n € N} gleich der endlichen Menge {—1,1} und hat damit keine
Héaufungspunkte.

Die Begriffe -Haufungspunkt einer Menge« und >Haufungspunkt einer Folge« sind also nicht in der-
selben Weise analog zueinander wie die Begriffe >Beschranktheit einer Menge<« und >Beschranktheit einer
Folge«. In manchen Biichern wird daher bei Folgen von Haufungswerten gesprochen, nicht von Haufungs-
punkten.

10.2.2 Definition

Sei DCR, f:D — R, xg € R Haufungspunkt von D und aulerdem a € R. Wir definieren:

lim f(x) =a <~

xX—XxQ

Fiir alle Folgen (x,),en mit x, € D und x, # xo fiir alle n € IN gilt:

Xn — Xg (n — ) = f(xy) — a(n— o)

Schreibweise: Zur Verdeutlichung schreibt man auch: xlirg} f(x)=a.
—Xp

xeD
Eine andere Schreibweise ist: f(x) — a fiir x — xq .

2 _
Beispiel: Sei D =R\ {1}, xp =1 und f(x) = 9;_ 11 fiir alle x € D, dann gilt:
2 —~1)-
tim St o gim BT i g o
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1

Bemerkung:

> Warum werden in der Definition nur Folgen (x,) zugelassen, fiir die x,, # x¢ fiir alle n gilt? Ich
habe keine gute Antwort. Das ist Konvention.

Bemerkung: Die Konvention riihrt vielleicht daher, dass man hauptsachlich an dem Fall inter-

essiert ist, wo f in x( nicht definiert ist, also xy ¢ D. Dies will man aber nicht jedesmal hin-

schreiben miissen, daher schreibt man statt xlgr)} einfacher xlirrvl , wobei dies dann eben die
0 2

0
Bedeutung mit x # xy haben soll. x7#x0
> Warum definieren wir lim f(x) nur, wenn xo Héaufungspunkt von D ist? Hierauf gibt es eine
X—XQ
gute Antwort (wenn wir einmal akzeptieren, dass wir nur Folgen mit x,, # xo zulassen):
Wire namlich xp kein Haufungspunkt von D, so wire die Bedingung in der Definition des Grenz-
wertes leer,

Bemerkung: Denn dann gébe esein ¢ > 0 mit {x € D: 0 < |x — x| < ¢} = @, daher gibe es
keine Folge (x;) in D mit x, # xq fiir alle n, die gegen x konvergiert.

also wiirde xlirg(l f(x) = a fir jedes a gelten und somit hétte das Symbol xlirgcl f(x) keine wohlde-
=X —Xp

finierte Bedeutung.
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10.2.3 Definition (Einseitige Grenzwerte)

Seien DCR, f:D—R, xp €D.

(1) Angenommen, x( ist Hiufungspunkt von D" := {x € D : x > x(} . Falls

lim f(x)=a

X—X(
xeDt

existiert, heifit a rechtsseitiger Grenzwert right-hand limit von f bei x.

(2) Angenommen, x( ist Hiufungspunkt von D~ := {x € D : x < xo} . Falls
lenJ}O flx)=a
xeD™

existiert, heifit a linksseitiger Grenzwert jeft-hand limit von f bei xg.

Man schreibt auch lim f(x) fiir den rechts- und lim f(x) fiir den linksseitigen Grenzwert.
x—>xa’ x—=Xg
10.2.4 Lemma

FirDCR, f:D — R, xo € D, xo Haufungspunkt von DT und auchvon D~ , a € R, gilt:
lim f(x)=a

X—XQ
xeD

—
Links- und rechtsseitiger Grenzwert von f existieren in xp und sind gleich a

Beweis: Ubung. O

Dies ist besonders bei stiickweise definierten Funktionen niitzlich:
0 wennx <0

Beispiel: Sei f:R — R mit f(x) = ,dannist lim f(x)=0 und lim f(x)=1.
1 wennx >0 x—0— x—0+

Wegen 0 # 1 existiert lin}) f(x) nicht.
X—

Die enge Beziehung zur Stetigkeit kann wie folgt formuliert werden:

10.2.5 Satz

Mit DCR, f:D—R, xg € D gilt:

(1) Falls xo Haufungspunkt von D ist, folgt: f stetigin xy <= lim f(x) = f(xo).

JC—PXO

(2) Falls x¢ nicht Haufungspunkt von D ist, so ist f stetigin xq.

Ein Punkt xo € D, der nicht Haufungspunkt von D ist, heifit isolierter Punkt von D. In isolierten

Punkten ist also jede Funktion stetig!
Beweis: Ubung. O
Genau wie bei Grenzwerten von Folgen und bei der Stetigkeit hat man die folgenden Regeln:

10.2.6 Satz

Seien D C R, f,g: D — R. Die Rechenregeln fiir die Limites von f+g¢, f-g, f gelten analog

8
zu den Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen, also zum Beispiel:

lim f(x) =a und xllrg(log(x) =b = xllr§0(f(x)+g(x)) =a+b

X—XQ
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Beweis: Der Satz folgt unmittelbar aus der Definition und den entsprechenden Regeln fiir Folgen. O

Wir betrachten nun die wichtigen Fille, wo xg oder a in der Definition des Grenzwertes auch +oco sein
darf. Da wir fiir Folgen (x,) einen Begriff davon haben was x, — oo bedeutet, ist es einfach, eine
sinnvolle Definition hierfiir zu finden:

10.2.7 Definition (Uneigentliche Grenzwerte)
Sei DCR, f:D—R.

(1) oo (—o0) heiflit Hiufungspunkt von D, falls D nach oben (unten) unbeschrankt ist.

(2) Sei xo € R Haufungspunkt von D und a € R. Dann definieren wir xlirg(\ f(x) = a genauso
—X

wie in Definition 10.2.2.

Nattirlich gibt es (fiir x9 € R) auch entsprechende einseitige Grenzwerte. Die Rechenregeln gelten wei-

terhin auch fiir uneigentliche Grenzwerte, solange die resultierenden Operationen erlaubt sind.
Beispiele:
(1) Sei f(x) = 1, definiert auf D = R\ {0}. Dann ist lim ! o und lim 1= —w.
x x—0+ X x—0— X

(2) lim x2 =co, lim x%=co, lim x
X—00 X— —00 X—00

3 =00, lim x3= -0

X——00

Bemerkung: Wir haben xlirg} f(x) = a mittels Folgen definiert. Ahnlich zu Satz 10.1.5 ldsst sich auch hier
—X0

eine dquivalente e-J -Charakterisierung angeben, falls xg und a reelle Zahlen sind (also nicht +o0).
Ahnliche Charakterisierungen lassen sich auch im uneigentlichen Fall geben. Zum Beispiel gilt fiir
xo € R: Falls xg Haufungspunkt von D ist, so ist

dim f(x) = o0

—
Fir alle N € R gibt es ein § > 0, so dass gilt:
Aus 0 < |x—xg| <d, x €D folgt f(x) > N.

Die Details iiberlasse ich Thnen als Ubung. Der Vorteil der Folgendefinition ist, dass sie im eigentlichen
und im uneigentlichen Fall genau gleich aussieht. Ich finde sie auch sehr intuitiv.

10.3 Eigenschaften stetiger Funktionen: Zwischenwertsatz,
Maximum und Minimum, inverse Funktionen

Wir werden hier einige Eigenschaften stetiger Funktionen beweisen, die ziemlich offensichtlich erscheinen,
aber trotzdem nicht ganz einfach zu beweisen sind. Sie sind fundamental fiir die ganze Mathematik.

10.3.1 Satz (Zwischenwertsatz)

Seien a,b € R, a <b, f:[a,b] = R eine stetige Funktion und <y eine Zahl zwischen f(a) und
f(b) (inklusive). Dann gibt es ein ¢ € [a,b] mit f(c) = 1.

Dass v zwischen f(a) und f(b) (inklusive) liegt, soll natiirlich bedeuten:
Falls f(a) < f(b),sosei f(a) <y < f(b),und falls f(a) > f(b),sosei f(a) >y > f(b), oder etwas

kiirzer: v € [min (f(a), (b)), max (f(a), f(b))]
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Beweis: Sei f(a) > f(b), der andere Fall ldsst sich analog beweisen (oder auf diesen zurtickfiithren, indem
man statt f die Funktion ¢ = —f betrachtet).
Sei M ={x: f(x) > v}.Setze ¢ =sup M. sup M existiert nach dem Supremumsaxiom, denn:

1. M#®,denn f(a) >+y,d.-h.ae M.
2. M ist durch b nach oben beschrankt.
Behauptung: f(c) = -y . Beweis:

. . — - . 1 .
1. Wegen ¢ =sup M gibtes x1,x,x3,... € M mit x, e (denn fiir jedes n € IN ist ¢ — . keine

1
<x, <c).

obere Schranke fiir M, also existiert ein x;;, € M mit ¢ — P

2. Wegen der Stetigkeit von f folgt f(x,) — f(c).
3. Wegen x, € M gilt f(x,) > v, fiir alle n € N. Damit folgt f(c) > 7.

4. Angenommen, es wire f(x) > v. Weil f stetig ist, wiirde dann ¢ > 0 existieren, so dass f(x) > v

fiir alle x mit |x —¢| < ¢ (siehe Lemma 10.1.6). Also wire f(c+ g) > 7, also ¢ +g € M und
somit ¢ # sup M. Dies ist aber ein Widerspruch. Somit war die Annahme f(c) > - falsch und es

folgt f(c) =1. ]

Beispiel: Behauptung: x° + x +1 = 0 hat eine Losung x € R. Beweis:
Sei f(x) =x"+x+1, f: R — R.Esgilt: f(—1) = =1, f(0) = 1. Da f stetig ist, folgt aus dem
Zwischenwertsatz, dass es ein ¢ € [—1,0] gibt mit f(c) =0.

Allgemein gilt:

10.3.2 Satz

Jedes Polynom mit ungeradem Grad hat mindestens eine Nullstelle in RR.

Beweis: Sei p : R — R mit p(x) = agx8 +ag_1xg_l + ...+ a9 mit ¢ ungerade und ag > 0 (der Fall
ag < 0 geht analog) ein Polynom g-ten Grades. Dann ist

lim p(x) =co und thP p(x) = —oo.

X—00
Vergleiche Lemma 6.4.3. Der exakte Beweis hierfiir ist: Schreibe zunéchst

p(x) = x8(ag +ag,1x*1 + - Fagx8).
Fiir x — doo konvergieren alle Summanden in der Klammer aufler dem ersten gegen Null. Damit kon-
vergiert die Klammer gegen 4, und da x¢ fiir x — oo gegen oo und fiir x — —oco gegen —oo strebt (da
g ungerade ist), folgt die Behauptung.

Also gibt es ein xp mit p(xp) > 0 und ein x; mit p(x;) < 0, und der Zwischenwertsatz liefert die
Behauptung. O

Die Behauptung des Satzes ist falsch, falls der Grad des Polynoms gerade ist. Zum Beispiel hat p(x) =
x8 + 1 keine Nullstelle fiir gerades g.

Eine weitere hiibsche Anwendung des Zwischenwertsatzes ist folgender Fixpunktsatz:

10.3.3 Satz
Falls f:[0,1] — [0,1] eine stetige Funktion ist, gibt es ein ¢ € [0,1] mit f(c) =c.
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Solch ein ¢ heifit Fixpunkt von f, eben weil es unter f auf sich selbst abgebildet wird.

Beweis: Setze ¢(x) = f(x) — x. Dannist g(0) = f(0) >0 und ¢(1) = f(1) =1 < 0.Da f stetig ist, ist
auch g stetig, also existiert nach dem Zwischenwertsatz ein ¢ mit g(c) =0, also f(c) =c. o

Bemerkung: Ein analoger Satz gilt auch in hoheren Dimensionen (Brouwerscher Fixpunktsatz). Zum
Beispiel hat jede stetige Abbildung [0,1]2 — [0,1]2 einen Fixpunkt, wobei [0,1]2 das Einheitsquadrat
in der Ebene ist. Das ist aber viel schwieriger zu beweisen. Versuchen Sie, sich davon ein Bild zu
machen!

Einer der wichtigsten Sdtze der Mathematik ist der folgende:

10.3.4 Satz (Satz vom Maximum und Minimum)
Seien 4,b € R mit a < b, und sei f:[a,b] — R eine stetige Funktion.
Dann gibt es m, M € [a,b] so, dass fiir alle x € [a,]] gilt:

f(m) < f(x) < f(M)

Bemerkung: m heiSt Minimum von f, M heift Maximum von f.

Alle Bedingungen im Satz sind wesentlich:
> [a,b] ist ein abgeschlossenes Intervall: Z.B. hat f: (0,1) — R, f(x) = x kein solches m oder M.
> f iststetig: Zum Beispiel hat f(x) = [x], f:[0,1] — R kein Maximum ( f ist unstetig bei x =1).

Beweis: Sei N := {f(x) : x € [a,D]}, und setze s .= sup N falls N nach oben beschrinkt ist, sonst

S =00,

1. Es existiert dann eine Folge (y,) in N mit y, — s (#n — o0). Nach Definition von N gibt es fiir
jedes n ein x, € [a,b] mit f(x,) = yu, also gilt f(x,) — s. AuBerdem hat (x,) nach dem Satz

von Bolzano-Weierstrass eine konvergente Teilfolge (xy,).

2. Sei M = lim x;;.. Da f stetig in M ist, folet f(x;. Iee, M) . Da mit f(x;) — s auch fiir die
/ i g g :

1— 00
Teilfolge f(xn;) — s gilt, folgt s = f(M) wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes.
3. Die Definition von s sagt nun, dass f(M) > f(x) fiir alle x € [a,b] ist. Also ist M ein Maximum

von f.

Die Existenz des Minimums zeigt man analog. O

Oft braucht man nur eine unmittelbare Folgerung des Satzes:

10.3.5 Korollar

Eine stetige Funktion auf einem beschriankten, abgeschlossenen Intervall ist beschrankt.

Auch hier ist wesentlich, dass das Intervall abgeschlossen ist, so ist zum Beispiel unbeschrankt:
frOI =R, x 2

10.3.6 Satz
Falls I C R ein Intervall, f : I — R eine streng monotone und stetige Funktion ist, dann ist
I'=f(I) (:={f(x):x €1}) einIntervall, f: I — I’ ist bijektiv und die Umkehrung f~1:1' — I

ist streng monoton und stetig.
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Man beachte, dass sowohl I als auch I’ beschrinkt oder unbeschrankt sein diirfen.
Beispiele:
(1) Sei f:(0,1] - R mit x — %

Hier ist [ = (0,1], I’ = [1,00) und f~!(y) = ; Dieses Beispiel zeigt, dass I’ unbeschrénkt sein
kann, selbst wenn I beschrankt ist.

(2) Sei f:[0,00) - R mit x +— x" fiirein n € IN.

X—00

f ist streng monoton und stetig, und I’ = [0,00),da f(0) =0, f(x) —— o0 und f(x) > 0 fiir
x >0.Alsoist f~!:[0,00) — [0,00) definiert und stetig. Die {ibliche Bezeichnung ist f~!(x) = ¥/x.

Dies zeigt die Existenz n-ter Wurzeln positiver Zahlen.

Zum Beweis des Satzes macht man sich am Besten erst eine charakteristische Eigenschaft der Intervalle
Klar:

10.3.7 Lemma
Eine Teilmenge I C R ist genau dann ein Intervall, wenn gilt:

Fiir alle xp,x; € I mit xg < x7 ist [xg,x1] C I.

Beweis: Das sollte intuitiv ziemlich klar sein. Formal kann man » = < durch Nachpriifen der einzelnen Fal-
le I = (a,b), I = (a,b] etc. mit Hilfe der Transitivitit von » < < zeigen, und > <= < mittels Unterscheidung
der Fille: I nach oben/unten beschriankt oder unbeschriankt; zum Beispiel im beidseitig beschrankten
Falle setzt man dann a :=infI, b := sup I, unterscheidet die Falle a € I, a ¢ I (und analog ftir b) und
zeigt dann beispielsweise im Fall a € I, b ¢ I leicht I = [a,]). O

Bemerkung: Intuitiv sind die Intervalle die »zusammenhéngenden« Teilmengen von R . Zum Beispiel
ist R\ {0} kein Intervall und hat zwei zusammenhéngende Teile.

In hoheren Semestern wird ein entsprechender Begriff zusammenhingender Teilmengen im R", n >
1, definiert. Die Verallgemeinerung des Zwischenwertsatzes lautet dann:

Ist A C R" zusammenhingend und f: A — R’ stetig, dann ist f(A) zusammenhéngend.

Sobald wir stetige Abbildungen in R” definiert haben, was ganz analog zum Fall R bzw. C geht.

Beweis (Satz 10.3.6): O.B.d. A. sei f streng monoton wachsend (sonst ersetze f durch —f).

1. I’ ist Intervall:

Sind yo,y1 € I’, also etwa yo = f(x0), y1 = f(x1) mit 0.B.d.A. xy < x1, also yo < y1, so gibt es
nach dem Zwischenwertsatz fiir jedes v mit yo <y <y; ein ¢ mit xgp <c¢ < x; und f(c) =1.

Das heift f([xo,x1]) D [yo,y1]- Da I Intervall ist, ist [xq,x1] C I, also
I'= £(I) > [yo, 1]
Also ist I’ ein Intervall.
2. f:I— I injektiv:
Falls x # x" in I sind, soist x>x" = f(x) > f(x/)
x<x = f(x)<f(),

wegen der strengen Monotonie, also in jedem Fall f(x) # f(x').

3. f:1— I surjektiv: So war I’ gerade definiert!
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4. f~1:I' — I streng monoton wachsend:
Seien yo,y1 € I' mit yp < y1, und sei xg = f~1(yo), x1 = f ' (y1), also
yo=f(x0), y1 = f(x1).
Waihle xo > x1, so folgte yp > y; aus der Monotonie von f, im Widerspruch zur Annahme. Also
folgt xo < x1,d.h. f~1(yo) < f 1 (y1)-
5. f1:i I — I stetig:
Sei yo € I', (yn)nen eine Folge in I’ mit v, — yo.Sei xo = f ' (yo), xn = f *(yn), also
yo=f(x0), yn = f(xn).

Wir miissen x, — xo zeigen. Falls x, nicht gegen xo konvergiert, so existieren ein ¢ > 0 und
unendlich viele n mit |x, — xo| > ¢.Sei M C IN die Menge dieser n.

Sei My ={neM:x,>xp+¢}, M ={ne M:x, <xy—e},dann ist
M=M,UM_.

Da M unendlich ist, ist eine der Mengen M., M_ unendlich.
O.B.d.A.sei My unendlich. Fir n € My ist x,, > xo + ¢, also

flxn) = flxo+€) > Flx0)
wegen der strengen Monotonie von f. Also gilt fiir unendlich viele n (ndmlich alle n € M, ), dass

f(xn) = f(x0)| = €,

wobei ¢ = f(xg +¢) — f(xp) . Dies steht im Widerspruch zur Annahme f(x,) — f(xo). O

10.4 Funktionenfolgen; gleichmiflige Konvergenz

Bisher haben wir nicht gezeigt, dass die Exponentialfunktion stetig ist. Da sie durch eine Potenzreihe,

also als Grenzwert von Polynomen (ndmlich den Partialsummen der Reihe) definiert ist, liegt es nahe, erst

einmal diese Frage zu beantworten:

Falls eine Folge stetiger Funktionen f, gegen eine Funktion f konvergiert, ist dann f notwendiger-

weise stetig?

Die Antwort lautet: Je nachdem. Je nachdem, was man genau mit >f; konvergiert gegen f< meint.

Beispiele:

(1) Definiere die Funktionen f, (n € IN) und f auf dem Definitionsbereich D = [0,1] wie folgt:

1—nx furogxg% 1 firx=0
fulx) = 1 und  f(x) =
0 fﬁrg<x§1 0 firx>0
n—oo

fn ist stetig fiir jedes n, f ist unstetig bei 0. Fiir jedes x > 0 ist f,(x) —— 0, denn wahlt man
ng € IN mit % < x,soist fy(x) =0 fir n > ng. Auflerdem ist f,(0) = 1 fir alle n € IN und
somit f,(0) — 1= f(0).

n—oo

Also gilt fiir jedes x, dass f,(x) —— f(x), alle f,, sind stetig, aber f ist unstetig!

2@ fifi R =R, fulx) = x4+ %, f(x) = x. Hier sind alle f, und f stetig, und offenbar ist

ful(x) Z==5 f(x) furjedes x. Aber hier ist die Konvergenz »stirker, in folgendem Sinne:
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10.4.1 Definition

Sei DCR und f,f,:D — R fiir n € N.
fn konvergiert punktweise converges pointwise gegen f , falls fiir jedes x € D gilt:
fu(x) == f(x)

fn konvergiert gleichmiglig converges uniformly gegen f, falls gilt:

sup £ (x) ~ f(3)] *= 0

Bemerkung:

n—oo

> Die punktweise Konvergenz ldsst sich umformulieren als f,,(x) — f(x) —— 0 fiir jedes x € D,
dann sieht man die Analogie und den Unterschied zur gleichmafsigen Konvergenz besser.

> Die gleichméfiige Konvergenz lasst sich auch so formulieren:
Fiir jedes ¢ > 0 existiert ny € IN, so dass fiir alle n > ng und alle x € D gilt: |f,,(x) — f(x)]| <e.
Man vergleiche dies mit der Definition der punktweisen Konvergenz:
Fiir jedes x € D und jedes € > 0 existiert ny € IN, so dass fiir alle n > ng gilt: |fu(x) — f(x)| <e.
Was ist der Unterschied? Bei der punktweisen Konvergenz darf 1y von x abhdngen, bei der gleich-
mafBigen Konvergenz nicht!

> Verwendet man Quantoren, so liegt der Unterschied »nur« in der Reihenfolge der Quantoren:
Gleichmiflige Konvergenz:

v o3 VoV |fulx)—f(x)] <e

e>0 ngeN n>ny xeD

Punktweise Konvergenz: v Vv 3 Vo fu(x) = f(x)] <e

xeD e>0 nge€IN n<ng

> Geometrisch bedeutet die gleichméaflige Konvergenz, dass (sehr lax formuliert) der Graph von f,

fur alle gentigend groflen n in jedem beliebig schmalen Streifen um den Graphen von f liegt.
> Konvergiert f, — f gleichméafig, dann konvergiert f, — f punktweise.

Beispiel: Auf D = R betrachte f,(x) = x? — %' flx) =x2.
Dann gilt: f;, — f punktweise, aber nicht gleichmafiig. Aber: f, — f gleichmdfig auf jedem beschrank-
ten Intervall I.

Denn: Sei K derart, dass |x| < K fiir alle x € I. Dann gilt |f,(x) — f(x)| = I <

n

SR

<s,fallsn>§,

unabhingig von x.

10.4.2 Satz

Sei DCRR, f,fyn:D — R fiiralle n € IN.
Falls alle f, (n € IN) stetig sind und f, —— f gleichmaRig konvergiert, so ist f stetig.

Wir sahen oben, dass punktweise Konvergenz hier nicht ausreicht!
Beweis: Seien xp € D und & > 0 gegeben.

1. Wahle ny mit VD Vo | fu(x) = f(x)] < e (gleichmiBige Konvergenz f,, — f).
xe 0

n>n

2. Wihle 6 > 0 mit: [x —xo| <&, x € D = |fu,(x) — fuy(x0)| < & (Stetigkeit von f,,, in xp).
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Dann gilt fir |x —xg| < J, x € D:

£(x) = F0)| < Fx) = fag ()| + g (x) = fg (x0)| + | g (30) = Flx0)] < 3¢

<e <e <e O

Ein praktisches Kriterium fiir die gleichmafsige Konvergenz einer Reihe ist das » Weierstrass-Kriterium «:

10.4.3 Satz

Sei D C R, und seien g, : D — R Funktionen (n € IN).
Angenommen, es gibt eine Folge (¢;)en in R, fiir die gilt:

1. |gn(x)| <cp fiiralle n € N und alle x € D.

(o]
2. Y cy konvergiert.
n=1

Dann konvergiert die Reihe ) g, gleichmafsig auf D.
n=1
Das heif8t: Fiir jedes x € D konvergiert >, gn(x) = f(x), und die Folge der Partialsummen
n=1

n <)
fun = > g konvergiert gleichmédflig gegen f . Insbesondere ist f = > g stetig.
i=1 n=1

[ee]
Beweis: Die Konvergenz von Y. g,(x), fiir festes x, folgt aus dem Majorantenkriterium. Weiterhin gilt:
n=1

- f@ =] Y g@ < 3 o

i=n+1 i=n+1

[e°]
Die rechte Seite geht fiir n — co gegen Null, da }_ ¢, konvergiert. Da die rechte Seite nicht von x
n=1

abhingt, folgt die gleichméfiige Konvergenz f;, — f. O
Die wichtigste Anwendung ist:
10.4.4 Satz
o]
Betrachte die Potenzreihe > a,x".Sei R der Konvergenzradius. Sei R > 0.

n=0

(1) Sei 0 < r < R. Dann konvergiert Y a,x" gleichmaBig auf {x: |x| <r}.
n=0

gk

. . _ e .
(2) Die Funktion f(x) apx" ist stetig fir |x| < R

n=0

Beweis:

(1) Wéhle s mit 0 <r <s < R.Da } a,s" konvergiert, gibt es ein K € R mit |a,s"| <K fiir alle n.
n=0

n n
Dann |x| <7, somit |a,x"| < |a|r" = |a,|s" - (g) <K- (g) =iCn .

> cun konvergiert, weil ’g‘ < 1. Also ist der Satz 10.4.3 anwendbar.
n=0

(2) Sei |x| < R. Wéhle r mit |x| < r < R. Wegen (1) ist f auf dem Intervall [—r,7] stetig, also
insbesondere in x. O
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Hier lernen wir den Begriff der Ableitung (Differentialquotient) einer Funktion kennen. Nicht alle Funk-
tionen haben eine Ableitung an jedem Punkt, daher fithren wir gleichzeitig den Begriff der Differenzier-
barkeit einer Funktion ein. Dann werden wir einige Regeln zum Berechnen von Ableitungen herleiten. Zu

den wichtigsten Anwendungen des Ableitungsbegriffs gehoren:

> Das Auffinden lokaler Extrema mittels der Nullstellen der Ableitung.

> Die Charakterisierung von Monotonie und Konvexitédt einer Funktion mittels der Ableitung (diese
Eigenschaften lassen sich dann zum Beispiel zum Beweis einiger fundamentaler Ungleichungen

verwenden).

> Die Approximation von Funktionen mittels Polynomen (Taylorapproximation und Taylorreihe).

Daneben ist die zentrale Rolle der Ableitung durch ihre Bedeutung in den Anwendungen der Mathe-
matik (zum Beispiel als Geschwindigkeit eines bewegten Korpers, als Wachstumsgeschwindigkeit einer
Population, als Wachstumsindikator fiir eine Ware oder ein Kapital) begriindet.

11.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Geometrische Voriiberlegungen

Die Steigung einer Geraden in der x,y-Ebene ist definiert als

Y=Y

X — Xg
wobei (x,y) und (xp,y0) zwei beliebige Punkte auf der Geraden sind. Dass dieser Quotient unabhéngig
von der Wahl der beiden Punkte ist, ist eine charakteristische Eigenschaft von Geraden. Dies wird auch
durch die »Geradengleichung« zum Ausdruck gebracht: Die Gerade mit der Steigung s durch den Punkt

(x0,y0) ist die folgende Menge:
{(rvy) ER?:y =yo+s(x—xp)}

Seinun f : I — R eine auf einem Intervall I C R definierte Funktion und xy € I. Wir wollen die
Ableitung von f in xy definieren. Geometrisch soll dies die Steigung der Tangente an den Graphen von
f im Punkt P = (xg,¥0) sein.

Was ist eine Tangente? Die Tangente ldsst sich auf zwei Arten charakterisieren:

1. Als die Gerade durch P, die den Graphen »nahe P« am Besten approximiert.
2. Als »Grenzwert« von Sekanten (durch P und (x, f(x)) fir x — xp).
Wir verwenden die zweite Charakterisierung zur Definition der Ableitung.

11.1.1 Definition
Sei I CR Intervall, f:I — R und xp € I.
f heifit differenzierbar in xg differentiable, Wenn
o f0) = f(x0)
X—X( X — Xg

existiert. Dieser Grenzwert wird dann als Ableitung derivative VOn f in xo bzw. f’ (x0) bezeich-

net.

91
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Bemerkung:

> Mit h:i=x—xq gilt:  f'(x) = %ir% w

> Falls xg ein Randpunkt des Intervalls I ist, so ist der Grenzwert in der Definition als einseitiger

Grenzwert zu verstehen (da x immer in I liegen muss).
Beispiele: In den Beispielen ist der Definitionsbereich immer I = RR.

(1) Sei f(x) =c furalle x € R, wobei ¢ € R, dann gilt fiir alle x € R:

f(x°+h2;f(m) ==0 = VxeR:f(x)=0.

(2) Sei f(x) =ax wobei a € R, dann gilt:

f(xo+h})l*f(xo) _ ﬂ(xo+Z)*flxo _ % 4 — VxgeR:f(x)=a.

(3) Sei f(x) = x?, dann gilt: it

xo+h) = f(x0) _ (x0+h)*—x?
h o h
x0% 4 2xoh + h? — x?

= h :2xo+h’H—0>2x0 =  Vxp €R: f'(x0) = 2xp.

3 B h
(@) Sei £(x) = [x| und xo — 0, dann gilt: £G0=1) ”“)=““h””=?i={_ih23

Also folgt:
& hgiﬂm+2—ﬂm):1 and g L0 S0

und es folgt, dass der Grenzwert fiir i1 — 0 nicht existiert, denn fiir xo > 0 ist der Grenzwert

1 und fiir xop < 0 ist er —1. Dies folgt aus dem folgenden Lemma (wobei man fiir xg > 0 die

Vergleichsfunktion ¢(x) = x und § = x¢p nimmt und fiir xg < 0 die Vergleichsfunktion g(x) = —x,

6= —Xo).

Ahnlich wie fiir die Stetigkeit gilt:

11.1.2 Lemma
Differenzierbarkeit und der Wert der Ableitung sind lokale Eigenschaften. Das heifst:
Falls f,g:1 = R, xo € I, und falls ein § > 0 existiert mit:
f(x) = g(x) fur alle x € (xg — 8,x9+ ) ,

dann gilt: f differenzierbar in xy < g differenzierbar in xy, und dann f/(x) = ¢’ (xo) -

Beweis: Einfache Ubung. O

Um zu einer dquivalenten Charakterisierung der Ableitung zu gelangen, die der ersten Beschreibung der

Tangente entspricht, ist folgende (auch anderswo wichtige) Schreibweise niitzlich:

11.1.3 Definition
Sei D C R, 0 sei Haufungspunkt von D. Seien F,G:D — R mit G(h) # 0 fur h # 0.

Wir schreiben
F(h) =0(G(h)) (h—0) (F istklein o vonG),

wenn . F(h)
1
M Gm =0
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Dies ist dhnlich zu » < < auf Ubungszettel 4. Zur Vorstellung: F(h) ist fiir kleine & viel kleiner als G(h).

Beispiele: Fiir i — 0 ist

> h® =o(h') falls s > t, denn lim h—j =limht=0.
h—0 h h—0

»Hohere Potenzen verschwinden schneller bei Null als niedrigere«.

1
> e h =o(h") (fiir h > 0) fiir alle n € N.

. 1. . _ " .
Denn mit z = j istz— oo fir h — 0" und ehT =e " = 'Z—Z, und wegen e > 1 konvergiert

==

dies gegen Null fiir z — oo, siehe Satz 8.1.5.

Vorsicht: F(h) = o(G(h)) und F(h) = o(G(h)) # F(h) = Fy(h), fiir alle k. Das Gleichheitszeichen hat
hier also nicht die {ibliche Bedeutung.

Bemerkung: Geometrisch bedeutet F(h) = o(h) (h — 0) gerade, dass die x-Achse im Nullpunkt tan-
gential an den Graphen von F ist!

Sind p,a € R, so ist der Graph von h +— p + ah eine Gerade der Steigung a, die die y-Achse bei p
schneidet. Also bedeutet F(h) — (p +ah) = o(h) (h — 0), dass diese Gerade im Punkt (0, p) tangential
an den Graphen von F ist. Insbesondere muss F(0) = p sein.

Wendet man dies auf F(h) := f(xo + h) an, so folgt: Die Bedingung im folgenden Satz sagt, dass der
Graph von f im Punkt (xg, f(xp)) eine Tangente der Steigung a hat.

11.1.4 Satz

Sei I C R einIntervall, f: [ — R und xg € I.

ist differenzierbar in x, mit Ableitung f’(xp) = a genau dann, wenn
g g

flxg+h)—f(xg) —a-h=o0(h) (h—0).

Beweis: Es ist lim flxo+h) — f(xo) —ah _ lim (f(xo +h) —f(xo) a) .
Dies ist gleich Null genau dann, wenn }llin}) M =a. O

11.1.5 Satz

Sei I C R Intervall, xp € I und f,g:I — R. Angenommen, f und g sind in xg differenzierbar.
Sei ¢ € R.

(1) Dannsind ¢f, f+ g und f-g in xg differenzierbar, und
(cf)' (x0) = cf'(x0),
(f +8)'(x0) = f'(x0) + &' (x0),
(f - 8)'(x0) = f(x0)8' (x0) + f'(x0)g(x0) -

(2) Falls g(xg) # 0, so ist g in xo differenzierbar und

£\ oy f(x0)g(x0) = f(x0)g' (%0)
(5) (o) = $C0)? '

Beweis: Die Aussagen fiir ¢f und f + g folgen direkt aus den Grenzwertregeln mit einfachen Umfor-
mungen. Interessanter ist die Produktregel, hier passiert etwas Neues.
Am besten versteht man die Produktregel, wenn man abkiirzend schreibt:

f=fx), g=g(x0), Af=f(x)—f(x0), Ag=g(x)—g(x0)
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(und sich dabei merkt, dass Af, Ag von x abhingen). Dannist f(x) = f+Af, g(x) = g+ Ag, also ist
der Zdhler des Differenzenquotienten

f(x)g(x) = f(x0)g(x0) = (f + Af)(g +Ag) — fg
= fAg+gAf +AfAg.

Teilt man nun durch Ax := x — xp und ldsst dann x gegen x( gehen, so strebt % per Definition gegen

¢’ (xg), also f% gegen f(x0)g'(xp) (denn f = f(xo) hdngt nicht von x ab). Analog fithrt der zweite
Term zu f'(x0)g(x0)-

Schliefslich ist %ﬁg = %%Ax, und da die ersten beiden Faktoren fiir x — xy konvergieren und der

dritte gegen Null strebt, konvergiert das Produkt gegen Null.
Die Quotientenregel folgt dhnlich:

fHAf f_ (f+Af)g—flg+Ag) _ Afg—fAg

§+A0g g (8§+28)8 (g +Ag)g O

Differenzierbarkeit ist starker als Stetigkeit:

11.1.6 Satz

Wenn f differenzierbar in x( ist, dann ist f stetigin xg.

Beweis: Ist f in xy differenzierbar, so gilt
- _ o flxo+h) = flxo) , _ . flxo+h)—f(xo) . 4 _ e
lim (f(xo + 1) = f(x0)) = lim ==————=== - h = lim === —==- lim 1 = f(x) -0 =0,

also insgesamt Xlinxl f(x) = f(xo). O
—Xp

Zur Vereinfachung der Schreibweise schreiben wir von jetzt an einfach x statt xp, wenn es nicht zu
Verwirrung fiihrt.
Eine konkrete Ableitungsberechnung mit Hilfe der Ableitungsregeln:

11.1.7 Satz
Sei n € N und f:R — R mit f(x) = x". Dann gilt: f'(x) =n-x""1.

Beweis: Die Behauptung lasst sich leicht mit Hilfe der vollstdandigen Induktion tiber den Grad n von f
zeigen:

Induktionsanfang (n =1): f(x) = x! = x,also f’(x) =1 =1-x'"1 haben wir bereits gerechnet.
Induktionsschritt (n —1 ~ n): f(x) = x" = x-x"1,also f/(x) = 1- 2" 1 +x-(n—1)-x"2 =
Ml (n—1) " =pnoa L O

Schreibweise: Verschiedene Schreibweisen fiir Ableitungen sind

f/(x) _ df(x) — df — i

dx  dx  dx
Hat man eine Variable y mittels y = f(x) eingefiihrt, so schreibt man auch
'(x) = W
flay="2

Bemerkung: Was genau ist eigentlich eine »Variable«? Die Mathematiker driicken sich hier meist um

eine Antwort — eine wird viel spéter im Kontext von Mannigfaltigkeiten gegeben (eine Variable ist eine
Funktion des Ortes). Nehmen Sie’s hier einfach als praktisches Konstrukt zum Vermeiden tiberladener
Notation.
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n L1 n—1
Beispiel: dxt _ d(xx"T) _ dx i SEIEV dx

1. n—1 . _ =2 a1
dx dx dx dx =1 ta(n=1)-x X

11.1.8 Satz (Kettenregel)
Seien I,] C R Intervalleund g:I — | und h: ] — R Funktionen. Sei xy € I.
Angenommen, g istin xg und h in g(xg) differenzierbar. Dann ist ho g in xy differenzierbar

und es ist
(hog) (xo0) = H'(g(x0)) - 8’ (x0)

Beweis: Erster Versuch:

/ _ oy M%) —h(g(xo)) _ . h(g(x)) —h(g(x0)) g(x) —g(xo)
(hog)(xo) = XIEE}O X — X0 = xlggflo g(x) —8(x0)0 T x—x :
i (%) —h(g(x0)) i 8(x) —g(x0) _ 4 /

B JCILI]?[}() g(x) —(&’(xo)0 'xhl?o x—xg = 1(g(x)) ¢ (x0),

da mit x — x¢ nach Satz 11.1.6 auch g(x) — g(xg) gilt.
Wieso ist das kein vollstdndiger Beweis? ¢(x) — ¢(xp) kann Null werden und mit Null diirfen wir nicht

»erweitern«! Ein moglicher Ausweg: Setze yp = g(xg) und
h(y) —h(yo)
W(yo) — firy=yo.
Da h in yo differenzierbar ist, ist H in yq stetig. Es gilt nun
h(g(x)) —h(g(x0)) = H(g(x)) - (g(x) = g(x0)),

denn fiir g(x) # g(xp) folgt das sofort aus der Definition von H, und fiir g(x) = g¢(x) sind beide Seiten

fir y # yo

gleich Null. Teilt man nun durch x — xp und betrachtet den Limes x — xq, so folgt wie oben

(o)’ (x0) = (Jim H(g(x)))-g'(x0)

und damit die Behauptung. O
Beispiel: Es sei f(x) = H% Setze g(x) = 1+ x% und h(y) = ; Dann ist f(x) = h(g(x)). Wegen
)= L1+ = P14 2o - )= 41 = =1 ol
¢ (x)= dx(1+x )= dxl—i—dxx =0+2x=2x und M (y) = Wy P folgt:
1

£ = () -8/ (1) = ~ e - 2

Bemerkung (Kurzschreibweise fiir die Kettenregel): In der Praxis beginnt man mit einer Funktion f(x),
die »zusammengesetzt« ist, also die Form h(g(x)) hat. Man schreibt dann z = f(x), v = g(x). Also

z = h(y), und die Kettenregel sagt dann
dz _dz dy

dx  dy dx’
was sich sehr leicht merken ldsst. Am Schluss nicht vergessen, y wieder durch g(x) zu ersetzen!
Formal »kiirzt« man einfach dy. Beachten Sie jedoch, dass dies eine rein formale Operation ist, da dy

fiir sich genommen keine Bedeutung hat.

Bemerkung: Auch dies wird im Kontext von Mannigfaltigkeiten revidiert werden. Dort hat dy eine
Bedeutung. Man nennt es dort eine » Eins-Form «.

1
1+x2

Am Besten nochmal das Beispiel: z = = i mit y = 1+ x?. Dann ist d—; = —— und —= = 2x.

Also folgt:
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11.1.9 Satz (Ableitung der Umkehrfunktion)
Sei I C R ein Intervall, f: I — R eine streng monotone und stetige Funktion. Sei I’ = f(I) und
f~1:I' = I die Umkehrfunktion zu f. Falls f in xq € I differenzierbar ist und f’(xq) # 0 gilt,
soist f~1 in yo == f(xp) differenzierbar und es ist

—1y\/ _ 1
(f ) (]/0) - f/(xo)

Beweis: Entweder mit der Kettenregel:
Aus f~lof =id, mit id(x) = x fiir alle x, folgt (f~1)(f(x0))f (x0) = id’'(xg) = 1 und damit die
Behauptung.
Oder direkt: Sei y € I' und x = f~!(y), also y = f(x) . Der Differenzenquotient von f~! ist dann

ST —fw) - x—x (f(x) —f(xo))_l_

¥ =Yo fx) = f(xo) X — X

Da f stetig ist, strebt mit y — yp auch x — xp. Also folgt die Behauptung aus der Definition der
Ableitung. O

Bemerkung (Finden der Umkehrfunktion): Erinnerung an die Bedeutung der Umkehrfunktion: Um die
Umbkehrfunktion einer gegebenen Funktion f zu finden, kann man folgende Schritte machen:

1. Schreibe y = f(x).
2. Lose die Gleichung nach x auf.
3. Esistdann x = f~1(y).

Wer lieber x als unabhingige Variable und y als abhdngige Variable verwendet, kann abschlieffend die
Variablen x und y vertauschen. Dies sollte man jedoch wirklich nur abschlieflend tun!

Beispiel: Sei f:(0,00) — R mit f(x) = x2.Dannist I’ = (0,0).
Sei also y = x> und somit /5 = x. Es folgt dann f~!(y) = /7.

1 1
Sei xp € (0,00), dann ist ' (xp) =2 xg . Also folet: (f~ 1) = = .
0 € (0,00) f'(x0) 0 gt: (f71) (o) T % 2 um
Ersetzt man nun y durch x, so kann man das Ergebnis auch so schreiben:
d 1

Bemerkung (Kurzschreibweise fiir Regel iiber die Umkehrfunktion):
Schreibt man y = f(x), so folgt x = f~!(y), und die Kettenregel sagt einfach

dr_ 1
dyiﬂ'
dx

was sich wiederum sehr leicht merken ldsst. Wiederum darf man am Ende nicht vergessen, x durch

!

f~1(y) zu ersetzen, da das Argument von f~! ja y ist, man also (f~!)" als Funktion von y, und nicht

von x, ausdriicken mochte. Im Beispiel nochmal: y = x?, also Z—Z =2x. x = /¥, also nach der Regel:

dyy _dx 1 _ 1 _ 1

dy _dy_@_Zx_Z\/y

dx
Betrachtet man {ibrigens die Funktion y = x2 fiir x < 0, so ist die Umkehrfunktion x = — v und ihre
1
Ableitung entsprechend ———.
g P 2.5

Wir wollen auch Funktionen wie exp ableiten konnen. Dafiir brauchen wir folgenden Satz:
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11.1.10 Satz (Ableitung einer Potenzreihe)

(o]
Die Potenzreihe f(x) = > a, - x" habe einen Konvergenzradius R > 0. Dann hat auch die Reihe
n=0

o]
> a, -n-x""! den Konvergenzradius R, und fiir alle x mit |x| < R gilt:
n=1

flx)=>ap-n-x""!
n=1

Mit anderen Worten: PR ©
v = a, - x" = —(ay - x"
xe(-RR)  dx r; " HZ:% dx( nex)

Diesen Satz beweist man am einfachsten mittels eines Umwegs tiber die Integration. Wir verschieben also
den Beweis auf spédter (ans Ende von Kapitel 13).

Die abgeleitete Summe beginnt wirklich erst mit n =1, da 00 = 0
Beispiele:

. 1 &
(1) Esist 1>

= > x" , fiir |x| <1,R =1.Dann ist die Ableitung % = > n-a"l

=0 1-x? ;3

Wie man diese Formel direkt herleiten kann, ist nicht ganz offensichtlich! (Eine andere Moglichkeit
ist mittels des Cauchy-Produkts der Reihe > x" mit sich selbst).

n=0
. 0 ﬁ . B . , _ ®© 5.yl o yn—1 mi—n—1 X ﬁ
(2) f(x)=e _nZ::On!'ESIStR_OO'NuHIStf( )—nzzjl p n§1("*1)' mZ:om!'
d
Eex:e,x
d dx 1 1 1 1
3 . — X — — = = = — = =
(3) Logarithmus: y = e* < x = logy. 7 logy dy dy &  oJogy gy
dx
ilo x—1
dx 8% T X
(4) Fir a € R,a > 0 gilt: a* = ¢*1°87 := ¢* mit u = x-loga. dy _dy du

_ 4y au =g~
il il loga = a* -loga.

7ax

7= a* -loga

(5) Fiir b € R gilt f(x) = x? = y = €?1°8Y = ¢” mit v:=b-logx. dy _ dy do !

ay _o.p. L b1
dx dv dx e?-b X b-x ’

d b—1

—x"=b-x

dx

Wir sagen, eine Funktion f : I — R sei auf I differenzierbar, wenn f injedem x € I differenzierbar
ist.
11.1.11 Definition (Hohere Ableitungen)

Ist f: I — R auf I differenzierbar, soist f': I — R erklart. Ist diese Funktion f’ wieder auf I
differenzierbar, so heifit f zweimal differenzierbar und wir schreiben:

() = () ()

Analog definiert man hohere Differenzierbarkeit und hohere Ableitungen.
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Beispiel: flx) = Pt
f1(x) =24°
" (x) = 6x
F"(x) =6
Schreibweise:

f//fllrf”//f(4)1 . ,f(n) o

Fiir Argumentationen, z. B. mittels Induktion, schreibt man f () quch im Fall n = 1,2,3. Aufierdem setzt

fO=.

Dies, zusammen mit f(") := (f(*=1)’ fir n € N, definiert f(") rekursiv.

man

11.1.12 Definition
f heilt unendlich oft differenzierbar, wenn alle Ableitungen f’, f”, ', f*), ... existieren.
Beispiele:
(1) f(x) = e* ist unendlich oft differenzierbar: f(")(x) = ¢*.
(2) Etwas allgemeiner: f(x) = ¢ mit ¢ € R. Dann ist f(")(x) = c"e*.
(3) Fiir f(x) =x" mit n € N ist 0" (x) = n!.

Beweis: (Sollte eigentlich mit Induktion gefiihrt werden)
£(x) = !

£(x) = nin —1)x"2

() =nn—1)---2.x0=01=1)
fM(x)=nn—-1)---2-1=n! O

11.2 Ableitung und Funktionseigenschaften

Sei f: 1 — R eine gegebene Funktion. Wir wollen markante Eigenschaften von f, wie z. B. Monotonie,
oder Stellen an denen f Maxima oder Minima annimmt (sogenannte Extrema), mit der Ableitung in
Verbindung bringen.

11.2.1 Definition

Sei f:I — R eine Funktion und xo € I.
(1) x ist globales Maximum von f, falls f(x) < f(xg) furalle x € I.
xo ist globales Minimum von f, falls f(x) > f(xg) firalle x € I.

(2) xp ist lokales Maximum von f,
falls es ein 6 > 0 gibt, so dass fiir alle x € (xg — J,x9 +6) NI gilt: f(x) < f(xp)-

xo ist lokales Minimum von f,
falls es ein § > 0 gibt, so dass fiir alle x € (xg — J,x9 +6) NI gilt: f(x) > f(xo).

(3) xo ist globales bzw. lokales Extremum von f,

falls xo globales bzw. lokales Maximum oder Minimum von f ist.
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11.2.2 Satz

Sei f:I — R und x( ein innerer Punkt von I. Angenommen, f hatbei x( ein lokales Extremum.
Wenn f differenzierbar in xq ist, dann muss f’(xg) = 0 gelten.

Beweis: Angenommen, f hatin x( ein lokales Minimum. (Der andere Fall kann analog gezeigt werden).
Das heif3t:
3 v x0) < f(x
0>0 xe(xp—d,x9+9) flxo) = f(x)
Daraus folgt:

(a) wm, falls x < x < x0 + 6
— A0

(b) MSO, falls xg — 6 < x < xg

X —Xp

Da f'(x9) = leHJ}O %ﬁxw existiert, muss dieser Grenzwert gleich dem linksseitigen und gleich dem
rechtsseitigen Grenzwert sein.
Aus (a) folgt damit: Der rechtsseitige Grenzwert ist > 0, also f’ ’(xo) >0.
Aus (b) folgt damit: Der linksseitige Grenzwert ist < 0, also f’(xp) <0.

Insgesamt muss also f'(xp) = 0 gelten. ]

Beispiel: Bestimme unter allen Rechtecken mit Umfang 2 diejenigen, deren Fliche maximal oder mini-
mal ist:

Das Rechteck habe die Seitenldngen x und y. Der Umfang ist 2x + 2y, also folgt x +y = 1. Der
Flacheninhalt ist xy = x(1 —x).
Wir miissen also die Extrema der Funktion F: 1 — R, F(x) = x(1 — x) bestimmen, wobei [ = [0,1] (denn
x>0, y=1—x>0).

1. Am Rand hat die Funktion die Werte F(0) = F(1) = 0. Im Innern von I ist F positiv. Daher sind
0 und 1 globale Minima.

2. Nach Satz 10.3.4 hat F ein globales Maximum, da F stetig ist und [0, 1] abgeschlossenes Intervall
ist.

3. Das globale Maximum muss an einem inneren Punkt angenommen werden, da die Funktion am

Rand minimal ist. Also muss beim Maximum F’(x) = 1 —2x = 0 sein. Dies hat die eindeutige

. 1

Losung x = 5

4. Alsoist x = % das Maximum von F.

Resultat: Das Rechteck mit dem grofiten Flacheninhalt ist das Quadrat. Das mit dem kleinsten Flachenin-
halt ist der Strich: Breite gleich Null. Man kann das Resultat auch sehr leicht direkt (ohne Ableitungen)

sehen: )
Fo) =3-(3-%)
denn i - (411 —x+ x2) =x — x2 = x(1 — x) . Offenbar gilt F(x) <

1 . o . \
x=3. (Denn das Quadrat einer positiven Zahl ist positiv).

fir alle x, mit Gleichheit genau fiir

NP

Beachte: Aus f/(xp) = 0 folgt nicht, dass x( ein lokales Extremum ist.

Beispiel: f(x) = x3 (x € R). Dann ist f'(0) = 0, aber 0 ist kein lokales Extremum, da f(x) > 0 fur
x>0 und f(x) <0 fir x <0 ist.
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11.2.3 Definition

Sei xo innerer Punkt. xo heif3t stationirer Punkt von f, falls f'(xg) = 0.
Ein stationdrer Punkt, der kein lokales Extremum ist, heif$t Sattelpunkt.

Fiir theoretische Zwecke sehr wichtig ist der folgende Satz:

11.2.4 Satz (Mittelwertsatz)
Sei a <b. f:[a,b] — R seistetig auf [4,b] und differenzierbar auf (a,b). Dann gilt:

b) — f(a
i =101
gelab) a
Warum nehmen wir nicht einfach an, dass f auf [a,b] differenzierbar ist? Dies wiirde gewisse Fille
ausschliefen, z.B. f:[0,1] — R, f(x) = y/x. f istin x = 0 nicht differenzierbar.
Beweis: Zwei Schritte:
1. Spezialfall: f(a) = f(b).Zeige: 3 : f'(Z)=0 (Der Satz von Rolle).

gelab)
Beweis: Der Fall, dass f konstant ist, ist trivial. Wenn f nicht konstant ist, folgt:

3 0 flxo) # f(a).

xg€(ab)

O.B.d. A. gelte f(xg) > f(a).Nach dem Satz vom Maximum wissen wir: : [ﬂ . : f maximalin ¢.
€la,

¢ muss dann innerer Punkt von [4,b] sein, denn f({) > f(xg) > f(a) = f(b), woraus { # a und
¢ # b folgt. Somit folgt mit Satz 11.2.2: f/(¢) = 0.

2. f beliebig. Wir ziehen von f eine lineare Funktion ab und wenden Schritt 1 an. Sei
h(x) == f(x) —mx.
Fiir welches m gilt: h(a) = h(b)? Wir wollen:
f(a) —ma = f(b) —mb,

und somit folgt:

= H0) =10
Also von vorne: h(x) := f(x) — W}C.
h ist stetig auf [a, b], differenzierbar auf (a4,b) und es ist h(a) = h(b). Dann folgt mit Schritt 1:
ey’ PO=0
Nun ist 0 =K' (&) = f/(¢) — w genau die gesuchte Formel!

11.2.5 Korollar

Sei a < b und f: [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (4,b). Dann gilt:
(1) f'(x) =0 firalle x € (a,b) & f ist konstant.
(2) f'(x) >0 firalle x € (a,b) < f ist monoton wachsend.
(3) f'(x) >0 firalle x € (a,b) = f ist streng monoton wachsend.
(4) f'(x) <0 firalle x € (a,b) & f ist monoton fallend.

(5) f'(x) <O fir alle x € (a,b) = f ist streng monoton fallend.
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Beweis: (1) Wir zeigen, dass f konstant ist, genauer:

x,y€ab] :
Seien x,y € [a,b]. O.B.d. A. sei x < y. Direkt mit dem Mittelwertsatz folgt dann:
L e = LW
3 pe =W

Ce(ry) - y=
Somit folgt: f(x) = f(y). Der Beweis »Riickrichtung« fiir die Riickrichtung bleibt Thnen als Ubung, und

die Beweise von (2) - (5) verlaufen analog. a

3

Bemerkung: Fiir (3) und (5) gelten die Umkehrschliisse nicht. So ist zum Beispiel f(x) = x° streng

monoton wachsend, aber f/(0) =0.
Spéter werden wir noch folgende Verallgemeinerung benotigen.

11.2.6 Satz (Der verallgemeinerte Mittelwertsatz)
Sei a < b, und seien f,g : [a,b] — R beide stetig auf [a,b] und beide differenzierbar auf (a,b).
Sei ¢’(x) # 0 fiir alle x € [4,b]. Dann gilt:

5 . f©) _f() - f(a)
ceab)  §'(6)  g(b) —g(a)

Der »alte« Mittelwertsatz ergibt sich nun als Spezialfall mit g(x) = x.

Beweis: Argumentiere wie im Beweis des Mittelwertsatzes, jedoch mit

h(x) = f(x) —m-g(x),

wobei m = % . Wegen h(a) = h(b) existiert nach dem Satz von Rolle ein ¢ € (a,b) mit /' (¢) =0,
und dies liefert genau die Behauptung. O

11.3 Taylorapproximation und Taylorreihen

Motivation

Berechne /1,01 zumindest angendhert. Eine Sammlung von Ideen:

> Nahe bei 1.

> Weniger als 1,01, weil /x < x fir x > 1.

> Schreibe /1,01 = 1+ a, dann gilt 1,01 = (1 +a)? = 1+ 2a + 4%, somit 0,01 = 2a + a>.
> a2 ist sehr viel kleiner als 2a (wegen a < 0,01), kann daher vernachldssigt werden.

> Alsoist a~ 2 001 = 0,005

> Taschenrechner liefert /0,01 = 1,0049875..., Fehler unserer Approximation: 1,005 — 1,0049875... =
0,0000125.... Sehr gut!

Fiir sehr kleine x gilt entsprechend:

v1+x =1+a

—  1+x =1+2a+4d>

— x =2a+a’~2a
—— a ~ 2
2

Also: vV1+x=~1+ % fiir kleine x .
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Fragen:

> Wie kann man bei allgemeinen Funktionen ( f(x) statt \/1+ x) vorgehen?

> Noch bessere Approximation durch Verwendung von x?, x3,...?

> Wie grof8 ist der Fehler hochstens? Wie kann man zeigen, dass er sehr klein ist, ohne den Taschen-

rechner zu verwenden?

Wir klaren zunéchst, woher der Faktor % vor dem x in der Approximation von /1 + x kommt. Betrachte
den Graphen von f(x) =+v1+x=(1+ x)% und seine Steigung an der Stelle xy = 0:

Esist f/(x) =1 -(1+ x)f% ,also f'(0) = 1. Die Tangente an der Stelle xy = 0 hat also die Steigung 1.
Nahe xy = 0 sind die Funktionswerte von /1 + x und der Tangente 1+ % anndhernd gleich, denn nach

Satz 11.1.4 gilt:
f(x) = £(0) = f(0) = o(x)
Vifx— 1 - 2

2x
Damit folgt: +/1+4+x ~ 1+ % Sei nun f : I — R eine beliebige Funktion und xo € I. Wir wollen die

Werte f(x) fiir x nahe xo in dhnlicher Weise angendhert berechnen. Ahnlich wie oben beobachten wir:
(0) f(x) istnahebei f(xy) (Fehler — 0 fiir x — xo, Approximation nullter Ordnung).

(1) Etwas genauer: f(x) ist ungefdhr f(xg) + f'(xo)(x — xg) (Fehler ist o(x — x) fiir x — xo, Appro-
ximation erster Ordnung).

Damit (o) stimmt, muss f bei xg stetig sein, damit (1) stimmt, muss f bei xy differenzierbar sein. Geht
es noch genauer? Gegeben seien f: ] — R (I C R Intervall), xo € I und n € Nj.

> Gibt es Zahlen ag,ay,...,a, € R, so dass mit T(x) = ag + a1 (x — xg) + az(x — x9)? + az(x — x9)% +
coodan(x — x)" gilt:
[f(x) = T(x)| = o(|x — x0]") ?
> Was sind die a;?
> Kann man den Fehler noch genauer (effizient berechenbar) abschatzen?

Um eine Idee zu bekommen, betrachten wir zunachst einen Spezialfall: f ist selber ein Polynom vom

Grad n: f(x):b0+b1x+b2x2+~~+bnx"

Dann kann man ay, ...,a, finden, so dass sogar T(x) = f(x) fiir alle x. Konkret:
h=x—xy = x=h+xg
somit: f(x) = f(h+x9) = by +by(h+x0) +- -+ bu(h+x0)"
=ay+ajh+ ah*> + -+ - + a,h" nach Umordnung.
Die a; sind dabei komplizierte Ausdriicke in den b; und in xo. Wegen h = x — xq ist also f(x) = T(x)
fur alle x.

Wie kann man die a; effizient aus f berechnen? Wir wissen bereits, dass a9 = f(x¢), a1 = f'(xg) ist.
Das legt nahe, f = T bei xy wiederholt abzuleiten:

T(x) = ag + a1 (x — xg) + an(x — x0)> + az(x — x0)> + - - - + a, (x — xp)"
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Daher ist T(xq) = ag, T'(xo) = ay, T"(x9) = 2-ay, T"(xy) = 3-2- a3, allgemein T®) (xg) = k! - ay.
Also ist fiir Polynome (wo f =T):

£® (x0)
k!

ayp =

Dies motiviert die folgende Definition.

11.3.1 Definition
Sei I C R Intervall, f: I — R, xg € I, n € Ng. Sei f n-mal differenzierbar auf I. Dann ist

das #n-te Taylorpolynom von f bei xg definiert durch:

T()—Zf”“‘O ~xo)t

ae () (y
= Flx0) + £ (o) (x = x0) + T80 = g2 o LB oy

Beispiel: 1
P fx)=Vitx=(1+x)2

1

flle)=5-(1+x)2

1 1

f) =4t 1n3

1.2 2

i — —923; — L S r_x

Fur xp =0 und n =2 ist Tz(x)71+2 5 1+2 g

Fiir x = 0,01 ist der quadratische Term gleich 0,0000125, das war gerade der Fehler zum Taschenrech-
nerergebnis oben. Damit gibt das zweite Taylorpolynom schon die korrekte Antwort mindestens auf 7
Stellen!

Vollstandige Antworten auf die zuvor gestellten Fragen ergeben sich aus folgendem Satz:

11.3.2 Satz (Satz von Taylor)
Sei I ein Intervall, xg € I, n € Ny, f: I — R sei (n+ 1)-mal differenzierbar. Sei x € I. Dann
gibt es ein ¢ zwischen x und xp mit

f(x) = Tu(x) =

n+1

@)

TSR

Beweis: Der Fall n = 0 ist der Mittelwertsatz. Wie kann man dies auf hohere Ableitungen verallgemei-
nern? Ein genialer Trick, der dies recht schnell erledigt, ist auf dem elften Ubungszettel angegeben. Man
fragt sich dabei jedoch, wie man auf so etwas kommen kann. Ein etwas befriedigender Beweis wird mit

Hilfe der Integralrechnung moglich sein. Dazu in Analysis II mehr. O

Bemerkung: >Zwischen< bedeutet: Falls x > x(, so ist & € (x, x), und falls x < xp, soist ¢ € (x,xp).

Beispiel: Sei n =1, f(x) =+/1+x und xyp =0.Dannist VI+x—1— > f2(§) 2 fiir ein ¢ zwischen
0 und x. Damit ist eine Fehlerabschitzung fiir das Taylorpolynom an der Stelle x moglich: Es muss nur
1
f (‘Z)XZ‘ Ce [O,x]}

{1~

bzw. der Funktion
) , )
¢:[0,x] = R mit g(&) = TR ‘

N

noch eine obere Schranke der Menge

bestimmt werden.

Dieses Verfahren fiihrt uns zum nachfolgenden Korollar:
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11.3.3 Korollar
Sei I ein Intervall, xo € I, n € Ng und f: I — R sei (n+ 1)-mal differenzierbar. Sei s > 0.
Falls es C € R gibt mit |f("+1) ()| < C fiiralle & € I mit | — xo| < s, dann gilt:

|f(x) = Tu(x)| < (nfl)' -s" 1 fiir alle x mit [x — xp| <'s.

3
Beispiel: Sei n =1, f(x) =1+ x und xg =0. Setze s =0,01. Esist f"(x) = _411 (1+x)"2.
3 3 3
Die Abbildung ¢ —— (1+ x)~ 2 ist monoton fallend, da —% < 0.Alsogilt: (14+¢)"2 <(1-001)"2,
3

% < 2.Man kann also C = % wiahlen, und es gilt:

1
[VI+x—1-7]<2-001*=0000025 fir |x| <0,01

_3
2

Fir 0 < x < 0,01 kann dies verbessert werden: Aus 0 < ¢ < 0,01 folgt (14 ¢) < 1, also kann man

C= % wiéhlen, und es gilt:
[VI+x—1-2[<00000125 fir 0 < x < 0,01

Beispiel: Kann man auch etwa /5 auf diese Weise angenahert ausrechnen? 5 liegt »in der Nahe« von

4, also ist die erste Ndherung V4 = 2. Am einfachsten verfihrt man dann so:

f5=\/4+1=\/4(1+31)=2\/1+%

2
“2(1+3-1-30)

Dies ist auf zwei Nachkommastellen korrekt. Schiatzen Sie den Fehler ab!

Bemerkung: Die Taylorformel sollte man auswendig kennen! Am einpriagsamsten ist sie, wenn man x —

xo = h setzt:

" (n) (n+1)
Flxo+H) = fx) + F ()b 4 Lyt g LRG0 f(ni ff} ot

Beachte: Der > Fehlerterm « (oft auch Restglied genannt) sieht so aus wie die anderen Terme, aufser dass
man f("*1) bei & statt bei x auswertet.

Es gibt verschiedene andere Arten, den Fehlerterm zu schreiben. Diese sind fiir verschiedene Anwen-
dungen effizienter. Fiir theoretische Untersuchungen ist oft eine Integralform am brauchbarsten, die wir

spéter kennenlernen werden.
Hier ist eine hiibsche Anwendung des Satzes von Taylor.

11.3.4 Satz

Gegeben sei eine Funktion f: 1 — R auf einem Intervall [ C R. Sei x( ein innerer Punkt von I,
f sei n-mal differenzierbar auf I, wobei n € N mit n > 2. f (") sei in xp stetig.
Angenommen, es gilt f'(xg) = --- = f("=1(xy) = 0, aber f(")(xy) # 0. Dann folgt:
Wenn n gerade ist:
Falls f(") <0, dann hat f in xq ein lokales Maximum.
Falls f(") >0, dann hat f in x; ein lokales Minimum.
Wenn n ungerade ist:
f hatin xy einen Sattelpunkt.
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Beweis: Wir beweisen dies mit Hilfe des Satzes von Taylor, wobei dort n durch n —1 ersetzt wird. Wegen
f(xg) = -+ = f"=Y(xy) = 0 erhilt man fiir x € I:

£ = fx0) + D (x g

fir ein ¢ zwischen xy und x.

Erster Fall: Sei (") (xy) > 0. Dann existiert § > 0, so dass f(")(x) > 0, falls |x — xo| < . Falls nun
x € I mit |x — xo| < &, so folgt auch |¢ — xg| < 8, also (") (&) > 0. Somitist f(x) > f(xo) fiir diese x,
denn (x —xp)" > 0 fiir alle x (n gerade!). Daraus folgt, dass xy ein lokales Minimum ist. Analog geht
der Fall, dass f(")(xg) < 0 ist.

Zweiter Fall: n ist ungerade, somit folgt:
(1) (x—x0)" >0 fiir x > xq.
(2) (x—x9)" <0 fir x < xp.

Da wie im ersten Fall f(")(¢) konstantes Vorzeichen fiir & nahe xp hat, wechselt f(x) — f(xo) das
Vorzeichen beim Ubergang von x < xo nach x > xq. O

Beispiele (Kurvendiskussion): Gegeben sei f(x) = x*> — 3x auf dem Intervall [ = R.
> Nunist f'(x) =3x* -3 und f"(x) = 6x.
> f’(x) =0 hat die Losungen x; =1 und x, = —1.
> Da f”(x1) =6 > 0 folgt: x; ist lokales Minimum.
> Da f"(xp) = —6 < 0 folgt: x, ist lokales Maximum.

Die Nullstellen lassen sich leicht bestimmen: Weil x3 — 3x = x(x? — 3) ist, folgt aus x> —3x =0,

dass x =0, x = /3 oder x = —+/3. Damit lasst sich der Graph von f leicht skizzieren.

v

Ein weiteres Beispiel: Gegeben sei f(x) = x® mit xp = 0. Dannist f'(x) = 6x°, f”(x) = 6-5x*,..., f(©)(x)
6!. Alsoist f/(0) = --- = f5)(0) = 0. Da aber f(®) > 0 ist, folgt, dass x ein lokales Minimum ist (was

natiirlich auch so klar ist).

Taylorreihen

Falls die Funktion f unendlich oft differenzierbar ist, kann man die Taylorapproximation fiir jedes n
durchfithren. Da die Approximation immer »besser« wird, je grofler n ist, konnte man vermuten, dass

immer
X £(n)

¢) f) = 3 L0 (3 gy
n=0

gelten muss. Die rechte Seite ist eine einfache Verallgemeinerung von Potenzreihen. Man spricht von einer
> Potenzreihe um x <. Das stimmt zwar fiir viele der géngigen Funktionen (wie wir unten sehen werden),

aber nicht immer.

0 x <0
1 . f ist unendlich oft differenzierbar auf R, und es gilt f(")(0) =0
e x

Beispiel: Sei f(x) = {

x>0
(n)
n

fiir alle n (Ubung). Also folgt io: fil(o)x” =0 fiir alle x. Aber fir x > 0 ist f(x) #0.
n=0 :
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Bemerkung: Wie ist das zu verstehen? Sei s > 0. Nach dem Satz von Taylor (bzw. dessen Korollar) gibt
es zwar zu jedem n eine Zahl C;, so dass

£ = Tux)| < Gl

Cn = sup |f(n+1)(§)‘ :
&ilgl<s
Falls jedoch C; fiir n — oo so schnell gegen oo geht, dass die rechte Seite dieser Ungleichung nicht

fiir alle x mit |x| <s gilt: Man wghle

gegen Null geht, so kénnen wir daraus nicht folgern, dass T;,(x) — f(x) fiir n — oo gilt (was dquivalent
zu (*) wére)! Und dies ist offenbar in dem Beispiel oben der Fall.

Anders gesagt: Die Approximation f(x) ~ T,(x) ist zwar auf einem Intervall x € [—s,s] € S sehr gut,
die Grofse dieses Intervalls kann jedoch fiir n — co beliebig klein werden.

11.3.5 Definition

Sei f:I — R unendlich oft differenzierbar und xy € I. Die Potenzreihe
) (y,
Z f n(! 0) (xi xo)n
n=0

heifit Taylorreihe von f um xg.
Wir fassen die Diskussion oben zusammen:

11.3.6 Satz (Taylorreihe)

(1) f:I— R seiauf dem Intervall I unendlich oft differenzierbar. Seien x,xp € I.

f ist bei x gleich seiner Taylorreihe (d.h. (*) gilt) genau dann, wenn f(x) — T, (x) fiir
n — oo gegen Null geht.

(2) Es gibt unendlich oft differenzierbare Funktionen, fiir die (*) fiir kein x # x( gilt.

Im Beispiel oben galt (*) immerhin noch fiir x < 0. Ein Beispiel fiir die stdrkere Aussage (2) ist f(x)
1

e 1| Falls eine Funktion durch eine Reihe gegeben ist, ist dies schon ihre Taylorreihe:

11.3.7 Satz
Sei f:I — R fiir ein Intervall I und xg € I. Fallses § > 0 und ag,ay,42,... € R gibt, so dass

fx) =" an(x = x)"
n=0

fir alle x € I mit [x — xp| < J gilt, dann folgt:

£ (x0)

fur alle n,
n!

ap =

das heif8t, f ist gleich seiner Taylorreihe, zumindest fiir |x — x| < J.

(n)
Beweis: Dies geht analog zur Herleitung der Formel a, = fT(!xO) fiir Polynome: Es ist f(xg) = ag.
Wegen f/(x) = 3 nan(x — x9)" ! = ay + 2ax(x — xg) + - - - ist weiterhin f/(xg) = a1 etc. O
n=1

.. . . 1 & ..
Beispiel: Wir wissen: T S x" fiir |x| < 1. Ersetzt man x durch —x?, so folgt
- n=0

= Z(fl)"xzn fur [x] < 1.
n=0

1
14+ x2

Die Funktion x — ist fiir alle x € R definiert, aber die Reihenentwicklung gilt nur fiir |x| < 1.

1
14 x2
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Bemerkung: Wie ist das zu verstehen? Mittels der komplexen Zahlen! Denn betrachtet man f(z) =

2 = 0 die Funktion f bei i (und bei —i) nicht definiert.

Wegen |i| = 1 ist es also kein Wunder, dass die Reihe nur fiir |z| < 1 konvergiert, vergleiche Satz
7.5.4, der wortlich auch im Komplexen gilt.

Mit anderen Worten: Das grofite 7, fiir das f auf der Kreisscheibe {z € C: |z| < r} definiert ist, ist

(o]
r = 1. Dies ist gerade der Konvergenzradius der Reihe Y (—1)"z2".
n=0

Wie gesagt: Das stimmt in C, aber die analoge Aussage in R ist falsch, wie 1-5—;2 zeigt.
x

[ee]

Eine analoge Aussage gilt allgemein: Eine Funktion f(z) = ) a;42z" kann nicht iiber den Rand des
n=0

Konvergenzkreises K := {z € C : |z| < R} hinaus »definiert« werden (wobei R der Konvergenzradius

der Reihe sei). Genauer gesagt muss es eine Folge (z) in K geben mit |f(zy)| — oo fiir n — co.

Dies hat duflerst interessante Konsequenzen. Es ist mit unseren Mitteln sehr schwierig zu zeigen,
jedoch mit dem zentralen Satz der Funktionentheorie (der Cauchy-Integralformel) eine Kleinigkeit.
All dies wird in Analysis IV ausfiihrlich behandelt.

Wichtige Taylorreihen

€9 Lif
Z x—| (x € R)
n=0 n
(1+x)" = Z (Z)xn (Jx] <1, a€R) Binomische Reihe
n=0
2 S
_ x> a8 xt (=1 ,
log(1+x) =x Sts 7 Z —x" (x| <1)

Beweis: Fiir die binomische Reihe:
Mit f(x) = (1+x)7 ist f/(x) = a(1+x)*1, f/(x) = a(a—1)(1+x)?2 und allgemein ") (x) =
a(a—1)---(a—n+1)(1+x)*", also

f(”)(O) _a(a—1)---(a—n+1) _ (u) .

n! n! n

n—oo

Es bleibt zu zeigen, dass f(x) — T,(x) —— 0. Dies kann mit Hilfe einer Variante des Satzes von Taylor
geschehen. Fiir die Details siehe die Ubung und die Standardbiicher.
Die Rechnung fiir f(x) = logx ist wegen f’(x) = x~! sehr dhnlich. O

Bemerkung: Fiir 4 € INj ist die binomische Reihe eine endliche Summe, da <Z> =0 fiir n > a ist. Die

binomische Reihe wird dann zur binomischen Formel.

11.3.8 Korollar (Identitétssatz fiir Potenzreihen)

[e) oo

Seien > a,(x —x)" und Y by(x — xp)" Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius, deren
n=0 n=0

Werte auf einem Intervall (xp — J,xg + J) tibereinstimmen. Dann ist a, = b, fiir alle n.

0 (n)
an(x — x9)" = HZ;O by (x — x0)" . Damit: a, = f n(!x()) = by, furalle n. O

Beweis: Sei f(x) =

2
Ite
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11.4 Konvexitit, Bedeutung der zweiten Ableitung

Die folgende Definition driickt eine geldufige geometrische Eigenschaft fiir den Graphen einer Funktion

aus.

11.4.1 Definition
Sei f:I — R eine Funktion auf einem Intervall I C R.
Die Funktion f heilt konvex auf I, falls fiir alle xp,x; € I und alle ¢ € [0,1] gilt:
@ £ = %0+ tx1) < (1= B)f(x0) + tf (1)
f heifit streng konvex, falls Gleichheit nur fiir t =0 oder 1 oder xy = x; gilt.
f heifit (streng) konkav, falls das umgekehrte Ungleichheitszeichen gilt.

Warum ist dies die korrekte Ubersetzung der geometrischen Vorstellung von Konvexitat?
Sei beispielsweise xg < x1, und setze yo = f(xp), y1 = f(x1). Die Bedingung (1) sagt, dass der Graph
von f auf dem Intervall [xg,x;] unterhalb der Sehne durch die Punkte (xg,v0), (x1,y1) liegt. Denn die
Punkte der Sehne sind gerade (x¢,y;) mit t € [0,1], wobei

xr=x0+t(x1 —x9) = (1 —£)xg +txq

ye=yo+tyr —yo) = (L= t)yo +ty1,
und (1) sagt f(x¢) <y furalle t € [0,1].

Beispiel: Die Funktion f(x) = x? ist streng konvex auf RR. Dies ist geometrisch klar. Um (1) nachzuprii-

. . .. 1 .
fen, muss man ein wenig rechnen. Fiir ¢ = 3 etwa heifst (1)

2 2

xXo + X1 X0+X1

2 _ < =,
(2) 2 - 2

2

mit Gleichheit nur fiir xg = x;. Dies ldsst sich leicht zu (xg — x1)= > 0 &quivalent umformen, was

sicherlich stimmt. (2) ist bekannt als Ungleichung vom arithmetischen und quadratischen Mittel .

Mit Hilfe des folgenden Satzes ldsst sich oft leicht entscheiden, ob eine Funktion konvex ist:

11.4.2 Satz

Sei f:I — R zweimal differenzierbar. Dann gilt:

f istkonvex <« f”>0aufl
f istkonkav < f” <0aufl
f ist streng konvex <« f” >0aufl
f iststreng konkav < f” <0OaufI

4

Beachte, dass in den letzten Fillen die Implikation > = < nicht gilt. Zum Beispiel ist f(x) = x* streng

konvex auf R, aber f”(0) = 0. Vergleiche die dhnliche Situation fiir die erste Ableitung in Korollar

11.2.5.

Beweis: Wir beweisen die erste Aussage, die anderen beweist man dhnlich. Fiir x,x" € I, x # x’ sei
/ p—

s(x,x') = % die Steigung der Sekante durch (x, f(x)) und («/, f(x')).

1. Schritt: f ist genau dann konvex, wenn fiir alle xg,x,x; € I mit xg < x < x7 gilt:

©) s(x0,x) < 's(xp,x1) < s(x,x7)
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Beweis: x = (1 —t)xg + tx; firein t € (0,1). Dann ist
flx) < (1 =1)f(x0) + £ (x1)
subtrahiere f(xq
-

L f(x) — flxo) < H(F(x1) — F(x0)

teile durch #(x —xg)=x—xq

s(xo,x)) < s(xg,x1) -

Die Aquivalenz mit der zweiten Ungleichung zeigt man &hnlich.

2. Schritt: Wir zeigen, dass f konvex ist genau dann, wenn f’ monoton wéchst.

Beweis: Sei f konvex und xy < x7. Nach Definition der Ableitung ist f’'(xg) = XILITECIOS(Xo,X) und
fl(x) = ler§11 s(x,x1) . Lasst man in (S) x gegen xo gehen, so folgt f'(xp) < s(xp,x1), und ldsst man x
gegen x1 gehen, so folgt s(xg,x1) < f/(x1). Zusammen ergibt dies f(xp) < f(x1).

Sei umgekehrt f' monoton wachsend und xy < x; . Die Funktion so(x) = s(xp, x) hat die Ableitung

sé(x) _ f'(x0)(x —x0) = (f(x) = f(x0)) _ 1 (f/(x) _ flx) —f(xO)) )

(x — x0)2 T x—xo X — Xo

Nach dem Mittelwertsatz ist W = f'(&) fur ein ¢ € (xo,x). Wegen der Monotonie von f folgt
— X

so(x) > 0 fir alle x, also wéchst sy monoton. Sei nun x € (xp,x;) beliebig. Dann folgt so(x) < s(x1),
also die linke Ungleichung in (S). Die rechte Ungleichung von (S) folgt dhnlich, also ist f konvex.

3. Schritt: Da f” > 0 genau dann gilt, wenn f’ monoton wichst, folgt die Behauptung aus Schritt 2. O
Beispiele:
(1) Die Funktion f(x) = x? ist streng konvex, da f”(x) =2 > 0.

(2) Sei f(x) =x3.Dannist f”(x) = 6x positiv falls x > 0, und negativ falls x < 0. Also ist f streng
konkav auf (—o0,0) und streng konvex auf (0,0).

(3) Die Funktion f(x) =logx ist streng konkav (0,00), denn f”(x) = —é < 0 fiir alle x > 0.

Bemerkung: Die Konkavitdt von log direkt nachzupriifen ware schwierig. Die Hauptanwendung von
Satz 11.4.2 besteht in der Implikation f” > 0 = f streng konvex, und dem Analogon fiir Konkavitt. Fiir

den Logarithmus ergibt sich zum Beispiel im Spezialfall t = % (mit x1,x2 > 0):

log X1+ X7 > log x1 +log xp also
2 2
X1+ x2
2 > VvV X1X2,
wobei Gleichheit nur fiir x; = xp gelten kann, also wiederum die Ungleichung vom arithmetisch-

geometrischen Mittel.






12 Die trigonometrischen Funktionen

12.1 Sinus und Cosinus

In der Schule wurden die trigonometrischen Funktionen mit Hilfe eines rechtwinkligen Dreiecks einge-
fiihrt. Dabei beschiftigte man sich mit den Langenverhéltnissen zwischen den drei Seiten des Dreiecks.
Es wurde definiert:

. a b
sine = - cosa = —,
C c

wobei a der Winkel zwischen der Hypothenuse (der Lange c) und der Kathete der Lange b ist und die
Gegenkathete die Lange a hat.

In unserem Aufbau des Zahlensystems konnen wir nicht so vorgehen, da der Begriff des Winkels nicht
definiert ist. Wir wahlen einen Zugang, der dieses Problem umgeht, dafiir aber zundchst wenig intuitiv
erscheinen mag. Der Bezug zur Geometrie wird jedoch sehr bald zu erkennen sein.

Um Sinus und Cosinus zu definieren, werden wir wie folgt vorgehen:

1. Wir betrachten die folgende Funktion:
fiR—C, f(t)=e¢"

Hierbei ist i die imaginére Einheit, und e = exp(it) ist mittels der Potenzreihe definiert.

2. Sei K={zeC: |z| =1}

der Einheitskreis in der komplexen Ebene. Wir werden zeigen, dass f(t) € K fiir alle t € R gilt.

3. Wir werden sehen, dass f(t) mit wachsendem t um K herumlduft, und zwar gegen den Uhrzei-

gersinn.

4. Offenbar ist f(0) = 1. Ein nicht-trivialer Schritt wird sein, zu zeigen, dass es ein t > 0 gibt, fiir das
f(t) =i ist. Es gibt sogar ein minimales solches t. Nennen wir es ty. Dann definieren wir die Zahl
7T mittels 7T := 2tg.

5. Die Verbindung zur Geometrie: Stellt man sich t — f(t) als Beschreibung der Bewegung eines
Punktes vor (der zum Zeitpunkt # am Ort f(t) ist), soist |f'(t)| die Geschwindigkeit des Punktes.
Wir werden sehen, dass |f/(t)] = 1 fiir alle t € R ist. Daher ist (fiir t > 0) die Ldnge des im
Zeitintervall [0,¢] durchlaufenen Weges gerade t. Also ist + die Bogenlidnge des Kreisabschnitts
von 1 = f(0) bis f(t) (zumindest fiir 0 < t < 27, fiir groBere ¢ muss man die Bogenlinge

mehrmals um den Kreis herummessen).

Da die Bogenlidnge eines Kreisabschnitts offenbar proportional dem entsprechenden Winkel ist, ist

t ein Ma8 fiir den Winkel zwischen den Strecken 0f(0) und 0f(t), nur in einer anderen Einheit als
Grad.

Dies zeigt auch, dass ty = g die Lange eines Viertels des Einheitskreises ist, also 27t die Lange des
Einheitskreises. Damit entspricht unsere Definition von 7t der iiblichen, geometrischen.

6. Definiert man dann cost = Ree’! und sint = Ime', so folgt nun sofort, dass sin und cos zu-
2

mindest fiir t € [0, 7 gerade die in der Schule definierten Funktionen sind (denn die Linge der

Hypothenuse ist 1), nur dass der Winkel t als Bogenldnge gemessen wird.

111
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7. Samtliche wichtige Eigenschaften von sin und cos lassen sich aus der Definition mittels e’* leicht
herleiten. Viele Rechnungen werden sogar vereinfacht, wenn man mit et rechnet statt direkt mit

sin und cos. Wir werden dies am Beispiel der >Additionstheoreme« sehen.

Der einzige undefinierte Begriff hierbei war der der >Bogenldnge« (er wurde aber nur zur Veranschau-
lichung verwendet). Wir werden allgemein die Lénge einer Kurve in Analysis II definieren. Dies wird

genau mittels der Idee oben (iiber die Geschwindigkeit) geschehen!

12.1.1 Definition

Wir definieren fur t € R:
(1) cost :=Re et
(2) sint :=Ime

Bemerkung: Differenzierbarkeit und Ableitung haben wir bisher nur fiir Funktionen I — R definiert,

wobei I C R ein Intervall war. Fiir Funktionen
f:I1—-C,ICR und
f:€C—-=C

»funktionieren« wortlich dieselben Definitionen, also sind Differenzierbarkeit und Ableitung auch defi-
niert. AufSerdem gelten dieselben Rechenregeln (wieder mit wortlich denselben Beweisen) aus Sektion

11.1.

Bemerkung: Die anderen Sitze (Mittelwertsatz und Folgerungen, lokale Extrema, Konvexitit, Satz
von Taylor) gelten nicht oder nur in modifizierter Form. Dies wird in Analysis II und IV genauer
behandelt.

Aus den Rechenregeln folgt sofort: Sei f :R — C, u=Ref, v=Imf,also f=u+iv,dann ist
f=u+iv.
Beispiele:

(1) %:nz”’l fir n € N (hierist f:C — C, f(z) =2z").

@ ¥ - (fic—C flo)=¢).

(3) d(dctt):cfﬁrceC(f:IR—>C,f(t):ct).

dett _ d(it)

(4) TR et =i.elt (Kettenregel fir f:R —C, t— et).

Bemerkung: Geometrische Anschauung
Sei I CR, f:I— C,dann beschreibt f eine Kurve in der Ebene (parametrisierte Kurve): f(t) ist der

Ort eines bewegten Teilchens zur Zeit t. Weiterhin bedeuten fiir 5 € I:

> f'(tp) die momentane Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ;. Dies ist eine komplexe Zahl, kann also
als Vektor (Geschwindigkeitsvektor) aufgefasst werden.

f(t) 7f(t0) die
t

Denn f(t) — f(tp) ist der im Zeitintervall von t; bis t zuriickgelegte Weg, also ist ;
—to

Durchschnittsgeschwindigkeit auf diesem Zeitintervall. Fiir + — f( ergibt sich also die Momentan-

geschwindigkeit.
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> |f'(to)| ist die momentane Absolutgeschwindigkeit (ohne Richtung).

12.1.2 Lemma

Sei t € R. Dann gilt:
(1) [ef] =1
d it _ it
(2) Ee = ie

Beweis: Zu (1): Es gilt nach den Regeln fiir komplexe Zahlen:

Weiterhin gilt:

Denn:

n=0 n=0
Beim zweiten Gleichheitszeichen verwendet man zw = Z - @, woraus mittels Induktion z" = z"* folgt,

und aulerdem, dass n! reell ist, also n! = n!. Beim dritten Gleichheitszeichen verwendet man genau
genommen die Stetigkeit der Abbildung C — C, w +— w. Also:

2 it gt — it oI — it =it — git=it — 0 _ 1

e
Teil (2) des Lemmas wurde oben als Beispiel der Kettenregel hergeleitet. O

Bemerkung: Teil (2) des Lemmas sagt geometrisch fiir die Kurve f(t) = e't, dass die Multiplikation mit
i einer go-Grad-Rotation gegen den Uhrzeigersinn entspricht:

> Der Geschwindigkeitsvektor f’(t) zum Zeitpunkt ¢ steht senkrecht auf dem Ortsvektor f(t) (nicht
tiberraschend, da die Tangente an einen Kreis senkrecht auf dem Radiusvektor steht).

> f'(t) zeigt nach oben links, falls f(t) im ersten Quadranten ist, nach unten links, wenn f(¢) im

zweiten Quadranten ist, etc. f(t) 14uft also auf K gegen den Uhrzeigersinn fiir wachsendes .

> Der Betrag der Geschwindigkeit ist |ie/| = 1.
12.1.3 Satz (Euler-Formel)
Fir t € R ist

et = cost+isint

Dies ist fiir uns trivial, da ja cost und sint so definiert waren!

12.1.4 Satz

(1) cos?t+sin’t =1 firalletc R.

(2) sin’ = cos und cos’ = — sin; beide sind unendlich oft differenzierbar.

(3) sin0 =0, cosO0O=1.

( ) . t_ t3 + t5 t7 B e ( 1)11 t211+1
A =Ty TR T _g 2n+1)!
t2 t4 t6 e th
bmle o — = S (=1)"
(5) cos TR ;)( "
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Beweis:
(1) Wende |Rez|?> + |Imz|? = |z|? auf z = ¢* an.
(2) Berechne die Ableitung von f (t) = ¢’ auf zwei Arten:
f'(t) =i-e" wie oben mit der Kettenregel.
f/(t) = (cost +isint)’ = cos’' t +isin’ t (Bemerkung nach Definition 12.1.1).

Also folgt cos’t +isin’t = iet = i(cost+isint) = icost —sint. Da sint und cost reell sind,

miissen hier Real- und Imaginarteile tibereinstimmen, also cos't = —sint, sin’ t = cost.
(3) 0=ed=1=1+i0.

(4/5) Wir benutzen die Potenzreihe fiir e'* :

212 P A P8

it _ .
Mit 2=-1,23=—i,i*=1 folgt weiter
i R R S R T
e —1“!‘11’—5—?4‘5"‘?‘*'
2 ) TR
:1‘5+a‘“4”@‘§+a+”?

nach Umsortieren. Durch Vergleich mit Real- und Imaginirteil von e = cost + isint folgt die

Behauptung. O

Bemerkung: Mittels der Potenzreihen in (4) und (5) kann man cost und sint auch fiir komplexes ¢

definieren. Die anderen Punkte und die Euler-Formel gelten dann weiterhin, allerdings ist cost und
sint nicht reell fiir # nicht reell, also ist dann auch cost nicht der Realteil von et

12.1.5 Lemma

Die Menge T = {t > 0 : cost = 0} ist nicht leer und hat ein Minimum #;. Fiir dieses gilt
sintg =1.

Beweis: Wir zeigen zundchst cos2 < 0:

2 4 6 3 10 12
cosZzl—i—'—f—2 2 2 2 2

Fr T T T R
<0 <0
on 2n+2
denn fiir alle n > 1 ist =— > ——— . Somit folgt
n! (n+2)!
22 24 1
c052<1—5+5——§<0.

Wegen cos0 = 1 ergibt sich nach dem Zwischenwertsatz, dass es ein t € R gibt, so dass cost = 0 ist.
Dabher folgt T # @.

Dass T ein Minimum besitzt, folgt aus der Stetigkeit von cos: Sei ty = inf T . Dies existiert, da T nach
unten beschriankt (durch 0) und nicht leer ist. Nach der Definition des Infimums gibt es eine Folge (¢,) in
T, die gegen t( konvergiert. Da alle t, > 0 sind, ist fy > 0. Nach Definition von T bedeutet ¢, € T, dass
cost, = 0 ist fiir alle n. Aus t, —— t; und der Stetigkeit von cos folgt costy = lim, e cost, = 0.
Also folgt tg € T, denn wegen cos0 =1 # 0 muss ty # 0, also ) > 0 sein.

Um sinty = 1 zu zeigen, bemerken wir zunichst, dass cost > 0 fiir t € [0,ty) (wegen der Minimalitit
von ty). Wegen sin’ = cos ist also sin streng monoton wachsend auf [0,#y). Wegen sin0 = 0 folgt
sintg > 0. SchliefSlich folgt aus cos?tyg +sin’ty = 1 und costy = 0 noch |sinty] = 1, also muss
sinty =1 sein.

Anschaulich: ¢ lauft gegen den Uhrzeigersinn. Es fingt fiir t = 0 bei 1 an. Daher muss der erste

Punkt, wo es die imagindre Achse schneidet (wo also cost = 0 ist), der Punkt i sein. O
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12.1.6 Definition
Sei tg = min{t > 0: cost = 0}. Dann sei
T =2ty

Bemerkung: Wie am Anfang dieses Kapitels erklart, ist damit g die Lange eines Viertelkreises.

12.1.7 Satz

(1) sin (t—|— g) =cost firalle t € R.

(2) cos (t+ E) = —sint furalle t € R.

2
(3) Die Funktionen cos, sin und t +— e’ sind 27t -periodisch.
(4) Aus et =1 folgt t = 27tk fiirein k € Z.

(5) Die Abbildung [0,271) — {z € C: |z| =1}, t + ¢! ist bijektiv.

Hierbei heifit eine Funktion f:R — C 27 -periodisch, falls f(t+27) = f(¢) fiir alle t € R gilt. In (5)
kann man [0,27r) durch ein beliebiges halboffenes Intervall der Lange 27 ersetzen.

Beweis:

T
(1/2) Mit ty wie oben ist ¢'2

=¢/'0 = costy+isinty = 0+ il =i nach Lemma 12.1.5. Also
i(tJrE)_iE it it .. . o .

eVT2) =2 et =j. e =i(cost+isint) =icost—sint und andererseits

H Vi

¢(H3) = cos(t+ ) +isin (t+ F).

Vergleich von Real- und Imaginérteil liefert die Behauptung.
(3) Durch viermalige Anwendung von

dH3) = it folgt

Pl(t27) _ jhpit _ it
also die Behauptung fiir e'*. Fiir cos und sin folgt sie, indem man zu Real- bzw. Imaginérteil
iibergeht.

(4) Ubung!

(5) Injektivitédt folgt sofort aus (4), da et = ¢ = ¢ill=5) = 1 = t — s = 27k fiir ein k € Z und bei
t,s € [0,2r) nur k = 0 in Frage kommt. Surjektivitit zeigt man zunéchst im ersten Quadranten:
Sei |z] =1, z=x+iy und x > 0, y > 0. Wegen 1 = |z|> = x> +y? ist y < 1. Wegen
cos0 =1 und cos 7 = 0 existiert ein t € [0, 7] mit cost = y nach dem Zwischenwertsatz. Wegen
sin®t +cos’t = 1 und x?> +y?> = 1 folgt dann |sint| = |x|, und aus sint > 0, x > 0 folgt

sint = x, also ¢! = z. Die anderen Quadranten erhilt man durch wiederholtes Multiplizieren mit
T

i=¢72. O

Beispiele: Einige interessante Beispiele sind:

Als Beispiel dafiir, dass die Euler-Formel auch beim Rechnen niitzlich ist, zeigen wir:
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12.1.8 Satz (Additionstheoreme)
Fiir alle x,y € R gilt:
sin (x +y) = sinx cosy + cos x siny

cos (x +1y) = cosxcosy —sinxsiny

Diese Formeln sehen kompliziert aus, sind aber nichts als die Summenregel fiir die Exponentialfunktion,

wie der folgende Beweis zeigt!

Beweis: Wir benutzen wieder die Euler-Formel:
cos (x + y) + isin (x + y) = eV = pfx+iy
_ eix . eiy
= (cosx +isinx) - (cosy +isiny)
= (cosxcosy —sinxsiny) +i (sinxcosy + cosxsiny) .

Durch Vergleich von Real- und Imaginérteil erhélt man die Behauptung. O
Satz 12.1.7 hat folgende niitzliche Konsequenz:

12.1.9 Satz (und Definition)

Jede komplexe Zahl z # 0 hat eine Darstellung
z=re? mit r>0,9€R.

Jedes solche Paar (7, ¢) nennt man Polarkoordinaten von z.
Hierbei ist » = |z|, und ¢ ist bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 eindeutig bestimmt.

Beweis: Setze r = |z|, dann ist ’é‘ = % =1, also é = ¢l? fiir ein ¢ €R,also z = rel? mit r = |z| .
Sind andererseits z = re!? und z = se¥ zwei solche Darstellungen, so folgt r = |z| = s, und dann
e'? = ¢'¥, und daraus ¢ — ¢ = 27tk fiirein k € Z. 0

Multiplikation ist in Polarkoordinaten besonders einfach:
z=r1e", w=se¥ =— zw=rs@T¥)

Dies folgt sofort aus den Rechenregeln fiir die Exponentialfunktion. Man multipliziert also die Betrdge
und addiert die Winkel.
Mit Polarkoordinaten kann man in C vorztiglich Wurzeln ziehen:

12.1.10 Satz

Sei ze€ C, z#0,und n € N. Dann hat z genau n n-te Wurzeln. Falls z = rel? ist, so sind dies

. @21 L@+(n—1)2m
se'n , set ..., ¢ n ,s= ¥r.

Beweis: Dass die n-te Potenz dieser Zahlen z ist, folgt aus der Multiplikationsregel. Sie sind alle ver-
schieden, da sich die Winkel um weniger als 27t unterscheiden. Es kann auch keine weiteren 7-ten
Wourzeln geben, da die polynomielle Gleichung w" = z (mit der Unbekannten w) den Grad n und somit
hochstens n Nullstellen hat. (Man kann sich dies aber auch direkt mit Polarkoordinaten klarmachen). O

Der Fall z =1, in Verbindung mit der Euler-Formel, wird oft als Satz von de Moivre bezeichnet.
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Bemerkung (Hauptwert fiir die Quadratwurzeln komplexer Zahlen): Sei z # 0, z = re'?, wobei wir

@ g2
¢ € [0,27r) wihlen. z hat Quadratwurzeln w = \/re'2 und \/re’ 2 = —w. Dann liegt w in der
oberen Halbebene ohne negative reelle Achse, also Imw > 0, w £ 0. Dieses w nennt man manchmal
den Hauptwert der Quadratwurzel aus z und bezeichnet es mit /z. Das verallgemeinert dann die auf
den positiven reellen Zahlen definierte Funktion » NARS
Aber der Hauptwert hat einen Nachteil: Im Allgemeinen gelten die Wurzelgesetze nicht in gewohnter
Form! Zum Beispiel ist vV=1=1iund v1=1,also

VIV £ (-D).

Folgender Grenzwert wird gelegentlich gebraucht. Noch wichtiger ist es, die Beweismethode zu verstehen!

12.1.11 Satz

Mit t € R gilt: . sint

. £ ¥
Slnt:t_g‘f'g_ﬁ P
also ist fiir t # 0
sint _ £ N o0
t 3 5 7
und somit
sin ¢
Iim — =1,
t—0 t
denn alle Terme aufier dem ersten gehen gegen 0 fiir ¢+ — 0.
2
Genaue Argumentation: Die Potenzreihe 1 — % + ... hat positiven Konvergenzradius und ist daher stetig
bei 0. Also ist der Grenzwert fiir t — 0 gleich' dem Wert fiir t =0. O

Bemerkung (Regel von 1’'Hospital): In den meisten Biichern wird dieser Grenzwert mittels der Regel von
I"'Hospital berechnet. Ich habe diese Regel aus gutem Grund nicht behandelt: Die Grenzwerte, die man
mit dieser Regel berechnen kann, kann man in den meisten Féllen auch auf andere, einsichtspendendere

Weise erhalten.

12.2 Weitere trigonometrische Funktionen

12.2.1 Definition

: sin x
Tangens und Cotangens: tanx — (x £ % , i%;-(, o )
COS X 2 2
COS X
cotx = X #xm, 271, -
sin x ( 7 )
12.2.2 Satz

. . . 1
Die Ableitung des tan ist tan/ = s =l+ta n2
cos

Beweis: Wir benutzen die Quotientenregel fiir die Ableitung;:

, sin\’  sin’-cos — cos’ - sin
tan' = (— ) =

cos cos?
2 | a2
COs“ + sin 1
=—=—, und auch
cos cos
2 -2
cos sin’
= + — =1+ tan?

cos2  cos?
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12.2.3 Definition

Der Arcustangens —— R (_ g’ +§)

ist per Definition die Umkerfunktion zu tan : (— g, +§> — R.

Dies ist eine sinnvolle Definition, denn:
> tan wichst wegen tan’ =1+ tan? > 1 streng monoton auf (—g, g) ’
.. T .. T
> tant — —oo fur t — fEJr und tant — oo fiir t — 77
> tan ist stetig auf (—g, g) ,

> also ist tan : (—g, + 7;) — R bijektiv (Satz 10.3.6).
12.2.4 Satz
I s arctan’ x =
1+ x2
Beweis:
y = arctan x
< x=tany
dx  dtany 2
= @— ay =1+tan“y
Nach der Ableitungsregel fiir die Umkehrfunktion gilt dann:
dl _ i - 1 1
dx  dx 1+tanly 1+2a2
dy
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Es gibt zwei Sichtweisen zur Integration: Flichenberechnung und »Inverses zur Differentiation«.

Wir werden das Integral so definieren, dass es unserer Vorstellung von einem Fldcheninhalt unter einem
Graphen entspricht. Dann werden wir zeigen, dass Integration wirklich in gewissem Sinne die inverse
Operation zur Differentiation ist. Dies wird dann zur praktischen Berechnung von Integralen verwendet.
Was bedeutet Flacheninhalt? Wir ndhern uns diesem Begriff schrittweise:

> Fiir ein Rechteck mit Seiten A und B gilt: Flacheninhalt = A - B.

> Fiir eine endliche disjunkte Vereinigung von Rechtecken gilt: Flacheninhalt ist gleich Summe der
Einzelflacheninhalte.

> Allgemeinere Mengen werden durch endliche disjunkte Vereinigungen von Rechtecken approxi-
miert und der Flacheninhalt wird dann als Grenzwert definiert.
Wir werden nur Flacheninhalte »unter Graphen«, genauer von Mengen der Form
{(x,y) eR?: a <x<b und y liegt zwischen 0 und f(x) }

berechnen. Hierbei ist f eine Funktion f : [2,b] — R. Dabei werden Flichen unterhalb der x-Achse
negativ gezahlt!

Bemerkung: Die Berechnung des Flacheninhalts allgemeinerer Figuren kann man meist auf diesen
Fall zuriickfithren (z.B. ist die Kreisfliche das Doppelte der Halbkreisfliche, f(x) = v/1—x2 auf
[—1,1]). Oft ist es aber natiirlicher, hierbei mit mehrdimensionalen Integralen zu arbeiten. Diese wer-
den in Analysis III behandelt.

Die beiden ersten Schritte (Rechtecke und deren endliche disjunkte Vereinigungen) entsprechen den Trep-
penfunktionen.

13.1 Das Integral fiir Treppenfunktionen
Bis auf weiteres seien a,b € R und a < b.

13.1.1 Definition

Eine Funktion T : [a,b] — R heifit Treppenfunktion, falls es Punkte xg,x1,...,X, € [a,b]
(n € N) gibt mit

(1) a=x<x1<...<x;,=>b,und
(2) T ist konstant auf jedem der Intervalle (x;_1,x;), i=1,...,n.

Die Werte an den Punkten xy, ..., x; konnen beliebig sein.

13.1.2 Definition

Sei T eine Treppenfunktion, und sei T(x) =4a; fir x € (xj1,%;), i=1,...,n.
b n b
T = Zai - (x; — x;_1), auch geschrieben / T(x) dx .
a ; I A R
i=1 entspr. entspr.

4 Xj—Xj_q

119
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Bemerkung: Die Menge {(x,y) eR*: a<x<b und y liegt zwischen 0 und T(x) }

ist die disjunkte Vereinigung von n Rechtecken mit den Seitenldngen |a;| und x; —x; 1 (i=1,...,n),
und von Strecken der Langen |T(x;)| (i =0,...,n).Da die Rechtecke den Fldcheninhalt |a;|- (x; —x;_1)
und die Strecken den Flicheninhalt null haben, ist [ ab T der » signierte Flicheninhalt « zwischen dem
Graphen von T und der x-Achse. Das heifit: Flichen unterhalb der x-Achse (also mit 4; < 0) werden
negativ gezahlt.

Frage: Wie erhidlt man den »echten« Flacheninhalt zwischen dem Graphen von T und der x-Achse?

Antwort: Als [ ab |T|.

1 fur 0<x<1
Beispiel: Fir T:[0,2] = R, T(x) =

1 ofar 1<x<2 o /02T= 1-(1=0)+(=1)-(2—1) = 0.
Die Funktion T legt die potentiellen Sprungstellen x; nicht eindeutig fest. 1
Man konnte ein neues x; hinzufiigen, ohne die Funktion zu dndern: 1 fir 0x< 2
T =11 fir J<x<1
Damit sich Definition 13.1.2 tiberhaupt »Definition« nennen darf, ist 1 fir 1<x<2

also nachzupriifen:

13.1.3 Lemma

b
/ T ist wohldefiniert, d. h. unabhédngig von der Wahl der x;.
a

Beweis (Skizze): Man priift zunichst, dass das Verfeinern, also das Einfiigen einer weiteren (potentiellen)
Sprungstelle, sagen wir x’ zwischen x; ; und x;, den Wert der Summe auf der rechten Seite in Defini-
tion 13.1.2 nicht andert. Mittels Induktion ist dann klar, dass man auch mehrere Sprungstellen einfiigen,
d.h. eine gegebene Darstellung von T beliebig verfeinern darf, ohne den Wert der Summe zu dndern.
Ist dann T mittels der Sprungstellen xq,...,x; und auch mittels der Sprungstellen vo,...,ym ge-
geben, so vergleichen wir beide Darstellungen mit ihrer gemeinsamen Verfeinerung, deren Sprungstellen
{x0,.--,%n }U{yo,...,ym } sind. Da die Werte der x-Summe und der y-Summe gleich dem Wert fiir

diese Verfeinerung sind, sind sie gleich. O
Folgende Eigenschaften des Integrals sind einfach, aber zentral.

13.1.4 Lemma

b
Die Abbildung / : { Treppenfunktionen auf [4,b] } — R
a

ist fiir alle Treppenfunktionen T, S auf [a,b] und & € R

. b b b g b
(1) linear, d.h. / “.T:a,/ T und / (T+S) :/ T+/ S|
a a a g &

(2) beschrinkt, d.h. b
L] < (suplT)- (0 -a)

[a,b]
b b
(3) monoton, d.h. T<s = / T< / S
a a
T < S hei$it: T(x) < S(x) fiir alle x € [a,]].
Beweis (2):
b n n n
/ T‘ = ‘Zai'(xi_xi—l)‘ < Z\ai|'|xi—xi—1| < Z(S[UI])|T|)'|xi_xi—l|
a i=1 i=1 i=1 [ab

IS sup| T) - (v —xi1) = (sup|T|)-S (xi—x1) = (sup|T|)-(b—a) O

i=1 [ab] [a,b] i=1 [a,b]
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Bemerkung: In Behauptung (1) wurde stillschweigend verwendet, dass die Menge der Treppenfunktio-
nen auf [4,b] ein Vektorraum ist, d.h. dass mit T,S auch aT (fiir « € R) und T+ S eine Treppenfunkti-
on ist. Dies folgt fiir aT unmittelbar aus der Definition, und fiir T 4 S mittels der Idee der gemeinsamen
Verfeinerung von zwei Sprungstellenmengen, dhnlich wie im Beweis von Lemma 13.1.3.

Die Aussagen (1) und (3) folgen dann direkt aus der Definition.

13.2 Das Integral fiir Regelfunktionen

Wir fithren den Begriff »Regelfunktion« ein. Fiir diese werden wir in sinnvoller Weise ein Integral definie-
ren konnen. Dann werden wir sehen, dass alle stetige Funktionen Regelfunktionen sind.
Bemerkung: Mit mehr Arbeit kann man das Integral auch fiir allgemeinere Funktionen definieren.

Dies ist hauptséchlich fiir theoretische Zwecke niitzlich (und notwendig). In Analysis III wird zu
diesem Zweck das sogenannte Lebesgue-Integral eingefiihrt.

13.2.1 Definition

Eine Funktion f : [2,b] — R heiit Regelfunktion, falls es Treppenfunktionen Ty, T, T3, ... gibt,
sodass (Ty)yen gleichmidBig gegen f konvergiert: f = glmlim T,

n—oo

Zur Erinnerung, f = glmlim T, heilt: sup| f(x) — T, (x) | === 0.

n—oo [ﬂ,b]

Beispiel: Sei f(x) =x auf [0,1]. Fiir n € N definiere die Treppenfunktion T, auf [0,1] durch

T(1)=1 und T,(x)= i-1 falls x € [i, i), i=1,...,n.
n n 'n
Also x; = % und a; = % Da fiir x € [x;_1,x;) sicherlich 0 < x—g; < % gilt (fiir jedes i), und da
Tw(1) = f(1) ist, folgt sup| f(x) — Tu(x) | = %, und wegen % 7%, 0 dann f = glmlim T, .

n—oo

13.2.2 Satz (und Definition)

Ist f:[a,b] — R Regelfunktion, f = glmlim T, fiir Treppenfunktionen T, , dann konvergiert die

n—00
b
(/a Tn)neIN

und der Grenzwert ist unabhangig von der Wahl der T, . Wir definieren

b b
/f = lim/Tn.
a a

Folge der Integrale

Beispiel: Im vorigen Beispiel ist
! i1 i i1 1 ¢
/OT”:Z . ‘(;* , ):ﬁ-;(zfl),undmu]::z—l

i=1

1
1 = 1nn(n 1 1 1 1 1
) . — n—o0
= 712'2]_7#'2_2(1_11)_72' also/oxdx—i.
P

Beweis:
1. (/ ab Tu),cn konvergiert. Zeige dazu, dass diese Folge eine Cauchy-Folge ist:

Sei ¢ > 0. Wahle ngy so grof, dass fiir n > ng gilt: sup| f — Ty | < €. Dann ist fiir n,m > ng :
[a,]
| Ty — T | <|Tu—f|+1|f—Tul,also sup| T, — Trn | < 2¢. Verwende Teile (2) und (1) von Lemma
b

(a,b]
1314 | [2(Ty—Tn)| <2 (b—a) und | [2(Ty —Tw) | = | 7 Tu — [7 T -
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2. Unabhéngigkeit. Seien T, S, Treppenfunktionen und f = glmlim T, = glmlim S,, .
n—o00o

n—oo

Wir miissen zeigen, dass lim | ab Ty =lim [ ab Su gilt. Dies geht mit dem folgenden hiibschen Trick:

Sei (Z,) die Folge Ti,S51,T2,52,T5,53.... Dann ist f = glmlim Z,. Wegen (1) konvergiert die

n—oo

Folge ( fub Zn) e - Daher konvergiert jede Teilfolge gegen denselben Grenzwert. Da (, ab Tn) yen

und (/. Hb Sn),en SOlche Teilfolgen sind, folgt die Behauptung. O

13.2.3 Satz ,

Die Abbildung / : { Regelfunktionen auf [a,b] } — R ist linear, beschréankt und monoton (s.
Lemma 13.1.4). ‘

Beweis: Ubung! (Anwendung der Grenzwertregeln). O

Wir haben nun zwar einen hiibschen Integralbegriff fiir Regelfunktionen, aber wir wissen noch nicht, dass
unsere tiblichen Funktionen, z.B. x", log, exp und sin wirklich Regelfunktionen sind. Dies folgt aus
ihrer Stetigkeit, wie wir gleich sehen werden. Es geht auch etwas allgemeiner:

13.2.4 Definition
Seien a4,b € R und a < b. Eine Funktion f : [4,b] — R ist stiickweise stetig, fallses n € N und
X0,X1,.-.,%n € [a,b] gibt mit

(1) a=xp<x1<...<x,=0,
(2) f ist stetig auf jedem der Intervalle (x;_1,x;), i=1,...,n, und

(3) die einseitigen Grenzwerte lim+ f(x) und lim f(x) existieren fiir i =0,...,n —1 bzw.
X—X; X—X;—

firi=1,...,n.
Zum Beispiel sind Treppenfunktionen stiickweise stetig.

13.2.5 Satz

Stiickweise stetige Funktionen sind Regelfunktionen.

Bemerkung: Man kann zeigen, dass auch Funktionen mit abzihlbar vielen »Sprungstellen« noch Regel-
funktionen sind. Umgekehrt ist jede Regelfunktion von dieser Art. Genauer: Eine Funktion f : [a,b] —
R ist Regelfunktion genau dann, wenn es eine abzdhlbare Menge M C [a,b] gibt, so dass f auf
[a,b] \ M stetig ist und bei jedem x € M beide einseitigen Grenzwerte von f existieren. Siehe Konigs-
berger, Kapitel 11.2.

Beispiel einer Funktion, die nicht Regelfunktion ist: Die Funktion, die bei den rationalen Zahlen gleich
eins und sonst gleich null ist.

Beweis: Der stiickweise stetige Fall ldsst sich durch Zerlegung des Intervalls leicht auf den stetigen zu-
rtickfiihren.

Sei also f: [a,b] — R stetig. Wir miissen Treppenfunktionen T, (n € IN) konstruieren, die gleichmé-
Big gegen f konvergieren. Wie geht das?

Betrachten wir das Beispiel f(x) = x und versuchen es zu verallgemeinern!

b—a

Also: Sei n € N. Teile das Intervall [a,b] in n gleiche Teile, setze also x; = a+i - ,i=0,...,n.

n

Fir i=1,...,n setze I; = [x;_1,x;] und definiere Ty (x) = i?ff, falls x € [x; 1,%),
i

und T,(b) = f(b). Da f stetig ist, ist das Infimum sogar ein Minimum, also existiert ein X; € I; mit
Tu(x) = f(xi) fr x € [xj_q,%).
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Wir wollen zeigen, dass T, fiir n — co gleichmaflig gegen f konvergiert.

Uberlegung: Ist x € [x;_1,x;), so folgt | Tu(x) — f(x)| = | f(x;) — f(x)|. Da auBerdem x; € I; ist, gilt
|x—%;| < ? , der Lange des Intervalls I; . Wegen der Stetigkeit von f im Punkt X; gilt also: Zu jedem
€ >0 gibtesein ng € N, so dass | T, (x) — f(x) | < ¢ fiir alle x € I; gilt, sobald n > ng ist.

Ist das schon ein Beweis? Nein, es ist nicht einmal ganz korrekt, denn der Punkt ¥; héngt selbst von n
ab (genau wie alle x;); auBerdem braucht man fiir die gleichmiflige Konvergenz auf [a,b] (nicht nur auf
I;), dass bei gegebenem ¢ dasselbe n fiir alle i funktioniert.

Beides wird durch den folgenden Satz erledigt. Wie man mit dessen Hilfe die Uberlegung oben zu

einem Beweis macht, sei der geneigten Leserin {iberlassen. O

13.2.6 Satz

Ist f:[a,b] — R eine stetige Funktion, dann existiert fiir alle ¢ > 0 ein § > 0, so dass fiir alle

X,y € [a,b] gilt lx—yl<é = [f(x)-fly)]<e

Eine Funktion mit dieser Eigenschaft nennt man gleichmifig stetig. Man vergleiche diese Eigenschaft
mit der e-§-Charakterisierung der Stetigkeit in Satz 10.1.5: Dort fixierte man zunédchst xp, dann durfte
6 von € und xy abhdngen. Hier muss dasselbe J bei gegebenem ¢ fiir alle y (die hier das xy ersetzen)
gleichzeitig funktionieren.

Bemerkung: Ist f auf einem beliebigen anstatt auf einem beschrankten abgeschlossenen Intervall

definiert, so gilt die Aussage des Satzes nicht. Zum Beispiel ist f : (0,1] — R, f(x) = % stetig, aber
nicht gleichmafiig stetig.

Beweis: Ubung! Hinweis: Indirekter Beweis, verwende Bolzano-Weierstrass. O

Integration vertrdgt sich gut mit Grenzprozessen in folgendem Sinne.

13.2.7 Satz
Sind f; (n € N) und f Regelfunktionen auf [4,b], und konvergiert f, gleichmiBig gegen f,
dann gilt: b nooo [P
[ == [y
a a
. b b b
Beweis: | [ fu— [V F| = [[2(fu— )| < sup| fu—f|-(b—a) — 0. o
|

—0 fiir n—o0

Nimmt man nur an, dass die f, punktweise gegen f konvergieren, dann stimmt dies nicht! Dies ist
der Grund dafiir, dass wir in diesem Kapitel immer die gleichméfiige Konvergenz fordern, auch bei der
Definition der Regelfunktionen.

n fir % <x< %
Beispiel: Auf dem Intervall [0,1] sei f(x) =0 firalle x € [0,1] und f,(x) =
0  sonst.
Dann gilt f,(x) === f(x) fiir jedes x € [0,1] (denn falls x # 0, so gilt
n

fu(x) =0 fir n > %, und fiir x = 0 ist f,(x) = 0 fir alle n), d.h. die f;,
konvergieren punktweise gegen f .

Nun ist aber f01 fu(x) dx = %n =1 fiir alle n und folf(x) dx = 0, also
Jo fu#> Jo £ (1 = o).

Bemerkung: Das Problem hier ist, dass die f;; nicht gleichmiafig beschrankt sind — genauer sagt einer

N\

=
SN

der Hauptsitze der Lebesgue-Theorie des Integrals, dass [, ab fn— ab f schon dann gilt, wenn die fy
punktweise gegen f konvergieren und wenn es eine integrierbare Funktion ¢ gibt, so dass | fu | < g
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fiir alle n gilt. »Integrierbar« konnen wir hier nicht definieren; beispielsweise sind Regelfunktionen
immer integrierbar. Dies ist wesentlich schwieriger zu beweisen als Satz 13.2.7.

Die wichtigste Anwendung von Satz 13.2.7 ist auf Potenzreihen, siehe Satz 13.4.3.
Es ist niitzlich (etwa im Beweis des Hauptsatzes 13.3.3), bei Ausdriicken wie fub f nicht darauf achten

zu miissen, ob a < b ist oder nicht.

13.2.8 Definition
Seien a,b € R.
b
Falls a < b und f Regelfunktion auf [a,b], so ist / f schon definiert.
a

b
Falls a = b, so definiere / f=0.
a

b a
Falls 2 > b und f Regelfunktion auf [b,a], so definiere / f = - / f.
a b

Dies ist gerade so gemacht, dass folgendes stimmt.

13.2.9 Satz
Ist f Regelfunktion auf einem Intervall I C R, und sind a,b,c € I, dann gilt:

[refr=f

Hierbei ist »Regelfunktion auf einem Intervall« analog zum Spezialfall »Regelfunktion auf [a, b] « definiert.
Es ist klar, dass man durch Einschriankung einer Regelfunktion auf ein kleineres Intervall wieder eine

Regelfunktion erhilt, daher sind die Integrale definiert.

Beweis:

1. a<b<ec.

Die Aussage ist intuitiv klar. Formal beweist man sie zunéchst
fiir Treppenfunktionen (direkt aus der Definition) und dann

durch Grenziibergang fiir Regelfunktionen.

2. a < c<b.Dann gilt b . b b .
L= r=[r=]r

a b a c a

wobei wir im ersten Schritt die vorangegangene Definition und im zweiten Schritt den ersten Fall

verwendet haben.

Die anderen Félle beweist man analog. O

13.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Wie berechnet man Integrale? Wir haben bisher eine konzeptuelle Definition, und mit dieser haben wir
fol x dx ausgerechnet. Fiir kompliziertere Funktionen wiére dieses Verfahren aber extrem aufwindig.
Eines der Wunder der Differential- und Integralrechnung ist, dass es (in vielen Fillen) auch einfacher

geht. Dies wird aus dem »Hauptsatz« folgen.

13.3.1 Definition
Sei I C R ein Intervall und f : I — R. Eine Funktion F : I — R heifft Stammfunktion von
f, falls F differenzierbar auf I istund F'(x) = f(x) firallex € I.
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13.3.2 Lemma
Sei I C R ein Intervall und f: I — R.
(1) Ist F eine Stammfunktion von f, so ist auch F + C eine Stammfunktion von f, fiir jedes

CeR.

(2) Sind F,G Stammfunktionen von f, so ist F — G konstant, d.h. es existiert C € R mit

F=G+C.
Beweis:
(1) (F+C)’:F'+%:P’:f.
(2) Da (F-G) =F -G =f—f=0 auf I, ist F— G konstant. O

13.3.3 Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei f Regelfunktion auf einem Intervall I C R und sei a € I.
(1) Fiir die Funktion F(x) = / “f) dt (xeT) gilt
Falls f in xo € I stetig ist,aso ist F in xo differenzierbar und
F'(xo) = f(x0)-

Insbesondere: Ist f stetig auf I, dannist F Stammfunktion fiir f.

(2) Ist f stetigauf I und G eine beliebige Stammfunktion fiir f, so gilt fiir a,b € I:

b
| £ dx = G(6) - Ga) = Gl

In Teil (2) kann die Stetigkeitsannahme weggelassen werden, doch ist der Beweis dann etwas komplizierter.
Siehe Konigsberger, Kapitel 11.4.

Fiir »praktische« Zwecke braucht man meist Teil (2) des Hauptsatzes, denn er erlaubt die Auswertung
von Integralen (also die Flachenberechnung) fiir viele Funktionen. Teil (1) ist fiir theoretische Zwecke oft

niitzlich und wird zum Beweis von Teil (2) verwendet.

A f
0 fir x<0
Beispiele: (1) Auf [ =[-1,1] sei f(x) =
1 fir x>0
-1 0 1
E
0 fur x <0
Fiir a = —1 ist dann F(x) =
x fur x>0 -

T T T

-1 0
Offenbar ist F/(x) = 0 fiir x < 0 und gleich 1 fiir x > 0. Bei xg = 0 ist f unstetig und F nicht
differenzierbar. Also wird die Stetigkeitsannahme in (1) wirklich benétigt.

d x* ad 4 (73 2 2% 1t 15
(2) Wegena~szfx 1st/1x dxlef—f—f—.

Beweis (des Hauptsatzes):

(1) Wir sehen uns erst einmal den Differenzenquotienten von F bei xg mit »Schrittweite« h an. Zu-

FQWHO—Hm)=A%Mf—Amf=A?Mf-

néchst ist nach Satz 13.2.9
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Die Zeichnung zeigt schon, dass diese Flache etwa & - f(xg)
sein sollte, da die schraffierte Flaiche dem Rechteck mit
Seitenldngen f(xo) und h ziemlich &hnlich sieht, und dass

flxo) T ----_= diese Approximation mit # — 0 besser wird.
Fliache ~ h - f(xq)

Wenn wir dies, insbesondere das Wortchen »etwa«, durch

Rechnung prézisieren konnten, wéaren wir am Ziel.

a X0 xo—l—h

Da wir zeigen wollen, dass der Differenzenquotient nahe bei f(x() liegt, betrachten wir die Diffe-

renz
F(xo+h) — F(x 1 xot+h
EootWoF00) - fag) = 1 [ sty dt = flxo).
X0
Wie weiter? Der Inhalt der schraffierten Flache ist das Integral. Daher sollten wir versuchen, den

Inhalt der sie approximierenden Rechteckfliache auch durch ein Integral auszudriicken:

xo+h xo+h
o) = fxo)- [ ar= [ faa)

Damit folgt "0
_ xp+h xo+h o +h
FRREE) — fo) | = [ [ w =g [ sy e = [ [0~ po) ]
< o Sp LF0) —f() | (roth—x0) = sup [ (1)~ flx)l.
undzva\;) J—?h undZVJ\;J J-C&E)h

Damit sind wir fast fertig. Denn wenn f stetig in x( ist, so gibt es zu € > 0 ein 6 > 0, so dass fiir
x mit |x —xp| <6 gilt: | f(x)— f(x) | <e.
E(xo +h) = F(xo)

Fir |h| < ¢ istdann sup |f(t) — f(xg) | < ¢, also auch F . —f(xo)‘<s.
t zw. x
und xg -i?h
Somit ist }Zir% w = f(xp), was zu zeigen war.

(2) Sei F(x) = [} f(t) dt wie in (1). Nach Lemma 13.3.2(2) ist F — G = C (C € R Konstante), also
F(b) — F(a) =(G(b)+C)—(G(a)+C) =G(b) — G(a).
[ENT [ T O
fif Jif=0
13.3.4 Definition
Sei f eine auf einem Intervall definierte stetige Funktion. Das unbestimmte Integral von f,

/ f(x) dx , ist die Menge der Stammfunktionen von f.

b
Zur Abgrenzung nennt man / f auch das bestimmte Integral von f iiber das Intervall [a,b]. Beachte:
a

Das unbestimmte Integral ist eine Funktion (genauer eine Menge von Funktionen), das bestimmte Integral
ist eine Zahl!

Schreibweise: Falls F eine beliebige Stammfunktion von f ist, gilt nach Lemma 13.3.2

f(x)dx={F+C: CeR}.
Hier ldsst man {tiblicherweise die Mengenklammern weg und schreibt

/f(x) dx = F(x)+C.
Noch etwas ungenauer schreibt man auch einfach / f(x)dx = F(x), falls F eine Stammfunktion zu f

ist, jedoch muss man dann aus zwei Griinden vorsichtig sein:
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(1) Das Gleichheitszeichen ist nur als » F ist eine Stammfunktion« zu lesen, nicht im tiblichen Sinne.
Z.B. ist offenbar ) ) ) )
/Zxdx:x und /Zxdx:x + 1, aber nicht x“ =x“+1.

(2) Die Schreibweise [ f(x) dx = F(x) 4+ C erinnert einen daran, dass es neben F noch unendlich

viele weitere Stammfunktionen gibt. Das ist beispielsweise im Kontext der Differentialgleichungen
wichtig (Analysis II).

Aus den frither berechneten Ableitungen kénnen wir eine Reihe von Stammfunktionen hinschreiben, die
»Grundintegrale«. Wo nicht anders angegeben, ist der Definitionsbereich ganz IR:

f(x) J f(x) dx f(x) [ f(x) dx
n xn+1 e* er
X nez, n£—1 m .
Ccos x sin x
xa+1
x*  acR, a1, x>0 P sin x — Cos X
1 71 arctan x
2 A0 log | x| 1+ a2

Warum stehen bei log |x| die Betragsstriche? Zunédchstist {x € R: x # 0} kein Intervall, in Wirklichkeit

1 . . 1 .. . 1 ..
betrachten wir hier also zwei Funktionen: Erstens P fir x € (0,00), und zweitens P fir x € (—00,0).

Priifen wir nach, dass in beiden Fillen die Ableitung von log|x| gleich % ist!

(1) Fir x > 0 ist |x| = x und %logx = %,also ok.

(2) Fir x <0 ist |x| = —x, also log |x| = log(—x) und nach der Kettenregel
d _ _d(—x)'l__l_l
TR S A o

Also ist log |x| auch in dem Intervall (—c0,0) eine Stammfunktion von % .
Bemerkung: Alternative Formulierungen des Hauptsatzes, weil er so wichtig ist:
> Kurz und biindig

1. Ein unbestimmtes Integral (also eine Stammfunktion) kann man durch das bestimmte Integral
mit variabler oberer Grenze erhalten.

2. Bestimmte Integrale lassen sich mittels einer beliebigen Stammfunktion berechnen.
> Teil 2 kann auch so formuliert werden (fiir differenzierbares G mit stetiger Ableitung):
b
/ G'(t) dt = G(b) — G(a)
a

> »Differentiation ist invers zu Integration« in der Sprache der linearen Algebra

Wir fithren zunéchst einige geldufige Bezeichnungen ein:

13.3.5 Definition

Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heifst stetig differenzierbar, falls f differen-
zierbar auf I und f’ stetig auf I ist.

(1) C°(I,R) := {stetige Funktionen I — R }

(2) CY(I,R) := {stetig differenzierbare Funktionen I — R }
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Folgende Aussagen folgen unmittelbar aus den Definitionen und aus den Rechenregeln fiir Ablei-

tungen und Integrale:

(1) C%I,R), C(I,R) sind Vektorraume. Das Nullelement ist jeweils die Funktion, die konstant
gleich null ist.

(2) Die Abbildung Diff : C'(I,R) — C°(I,R), F+~— F’ ist linear.
X
(3) Sei a € I.Dann ist die Abbildung Int: C°(I, R) — CY(I,R), f+— (x> / f(t) dt) wohl-
definiert und linear. ’
Die Differenzierbarkeit von Int( f) mit stetiger Ableitung folgt aus Teil (1) des Hauptsatzes.

Wir wiirden gerne sagen, dass die Aussage des Hauptsatzes darin besteht, dass Diff und Int zuei-
nenander inverse Abbildungen sind. Das stimmt aber nicht ganz, denn fiir jede konstante Funktion
F ist Diff(F) = 0, also ist Diff nicht injektiv, mithin nicht invertierbar.

Mit einer kleinen Modifikation stimmt’s aber doch: Sei a € I. Betrachte den Untervektorraum
CHI,R) = {FeCHI,R): F(a)=0},

und die Einschrankungen Diff, : C}(I,R) — C°(I,R) und Int, : C°(I,R) — C(I,R) von Diff
bzw. Int. (Beachte, dass Int( f) tatsdchlichin C!(I,R) liegt, da [} f =0).

Die Aussage des Hauptsatzes ist nun:
(1) Diff, o Int, = Idco( IR)
(2) Int, o Diff, = IdC}z (LR)
Hierbei bezeichnet wie tiblich Idy die Identitdtsabbildung Idy : V — V, v +— v, fiir einen beliebi-

gen Vektorraum V.

13.4 Berechnung von Integralen: Partielle Integration, Substitution

und Potenzreihen

Wie integriert man praktisch?

Ein allgemeines Verfahren gibt es nicht. Man kann in einer Tabelle nachsehen, z. B. in unserer Tabelle

der Grundintegrale, oder in einer der viel umfangreicheren Tabellen, die in vielen Biichern stehen. Wenn

man Pech hat, steht das, was man sucht, nicht drin. Daher (und tiberhaupt) sollte man die grundlegenden

Techniken kennen.

Zunéchst ein paar grundsatzliche Bemerkungen:

> Warum gibt es Integraltabellen, aber keine Ableitungstabellen, bzw. warum sind die Ableitungsta-

bellen so viel kiirzer als die Integraltabellen?

Weil es fiir Integrale kein Analogon zur Produkt- oder Kettenregel (fiir Ableitungen) gibt.

Es gibt also kein allgemeines Verfahren, wie man aus / f und / g das Integral / fg bestimmen kann!
Und analog fiir die Komposition. Daher ist integrieren schwieriger als ableiten. Also braucht der
faule (oder effiziente) Mensch langere Tabellen.

Es gibt aber Verfahren, die manchmal funktionieren. Man muss probieren, herumspielen, sehen, ob
man zum Ziel kommt, evtl. auf anderem Wege neu anfangen, ...

Die wichtigsten Verfahren sind partielle Integration und Substitution. Sie kommen direkt von der
Produkt- und Kettenregel fiir Ableitungen.
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> Fiir manche elementare Funktionen gibt es keine elementaren Stammfunktionen!

Der Begriff »elementar« ist unprézise, ich meine damit Funktionen, die sich mit Hilfe der Grund-

rechenarten, exp, log und der trigonometrischen Funktionen ausdriicken lassen.

Ein Beispiel ist f(x) = sin(x?). Da f stetig ist, existiert eine Stammfunktion (Teil 1 des Haupt-
satzes), aber sie ldsst sich nicht elementar ausdriicken. (Das ist aber nicht leicht zu beweisen, fiir
einen Beweis siehe Behrends: Analysis, Band 2). Als Potenzreihe ldsst sich eine Stammfunktion aber
hinschreiben, wie wir nachher sehen.

> Unter den elementaren Funktionen gibt es auch eine Hierarchie. Etwa wiirde man rationale Funk-
tionen (Briiche von Polynomen) elementarer nennen als exp, log und die trigonometrischen Funk-
tionen. Wahrend durch Ableiten eine Funktion nicht komplizierter (im Sinne dieser Hierarchie)
werden kann, ist dies beim Integrieren moglich, z. B.:

1 1
/1+x2 dx = arctan x oder /;dx:log|x|.

> Im Folgenden meine ich mit »Integration« meist das Bestimmen einer Stammfunktion, also unbe-
stimmte Integration. Daraus kann man dann bestimmte Integrale bestimmen (Hauptsatz, Teil 2).

Es gibt aber auch bestimmte Integrale, die man berechnen kann, obwohl man keine Stammfunktion

sin x
dx = 7T,

des Integranden finden kann! Z. B. ist /oo

oo X
sin x
abe

hat keine elementare Stammfunktion. (Zur Bedeutung von Integralen mit Integrations-
grenzen oo kommen wir im Kapitel 13.5).

Die Berechnung solcher Integrale ist nur in Einzelfdllen moglich. Manchmal erhélt man sie »zufallig«
als Nebenprodukt ganz anderer Uberlegungen. Den Residuensatz als eine recht allgemeine Technik
hierfiir werden wir in der Funktionentheorie in Analysis IV kennenlernen.

13.4.1 Satz (Partielle Integration)

Ist I C R ein Intervall, und sind u,v : I — R stetig differenzierbar, dann gilt:

b b
.. b
/u'v:uwf/uoz/, und fiir a,b € I: /u'v:u~v|af/ u-v.
a a

Beweis: Aus der Produktregel fiir die Ableitung und aus der Linearitit des Integrals folgt

(uv) =uw'v+u-v, also uv:/u’v+/uv', also /uv:u~v—/u-v'.

Die Aussage tiber bestimmte Integrale folgt direkt aus der ersten Aussage mittels Teil 2 des Hauptsatzes.O

Beispiele:

(1) Aufgabe: Berechne / xsinx dx . Losung: Man versucht, das Produkt xsinx so als #/v zu schreiben,

dass das aus der partiellen Integration resultierende Integral leichter zu berechnen ist. Beachte, dass
die Bestimmung von u aus u’ auch eine Integration ist!

Erster Versuch: Zweiter Versuch:

u'(x) =x also u(x) = % x? u'(x) =sinx also u(x) = —cosx

v(x) =sinx also v'(x) = cosx o(x) =x also o'(x) =1
Damit erhdlt man Damit erhdlt man

2 .
/xsinx dx = %sinx —/% x? cos x dx . /xsmx dx = x(—cosx) — /1 + (= cosx) dx
Das ist zwar korrekt, aber nutzlos. = —xcosx+sinx.
d . . .

Gegenprobe: — (—xcosx +sinx) = —1cosx — x(—sinx) + cosx = xsinx.

dx
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(2) Manchmal ist es noch weniger offensichtlich, was man als ' und was als v nehmen sollte.
Aufgabe: Berechne / log x dx . Losung: Idee: Die Ableitung von log x ist einfacher als logx selbst,
daher sollte man v(x) = logx versuchen. Dann bleibt nur v’ =1: /(x) =1 also u(x) =x
v(x) =logx also v'(x) = %
Dann folgt .
/logx dx = /L logx dx = xlogx—/x —dx =xlogx — x.
u! v * Ge be:
genprobe: ...
(3) Manchmal muss man mehrmals partiell integrieren.

Aufgabe: Berechne / x?¢* dx. Losung: x? vereinfacht sich durch Ableiten, wihrend ¢* durch

Integrieren zumindest nicht komplizierter wird: ~ /(x) = ¢* also u(x) = ¢*
v(x) = x> also v/(x) =2x
und damit
/x2 - e¥ dx = x%e” —Z/xe" dx.
{ I [y |
4 H/
Das letzte Integral behandeln wir dhnlich: uj(x) =e* also up(x)=e"

und damit

| |

x-er dx:xex—/1~exdx:xex—ex.
91 u

1
Insgesamt folgt ’ ’ >
/x e dx = x%e* —2(xe* —e¥) = (x* —2x 4+ 2)e*.

Bemerkung: Die partielle Integration ist wesentlich mehr als blof$ ein Instrument zum Ausrechnen von
Integralen. Mit ihrer Hilfe lassen sich oft interessante Informationen tiber nicht explizit berechenbare,
meist bestimmte Integrale herausbekommen, zum Beispiel:

[e9) .
(1) Konvergenz des uneigentlichen Integrals / % dx , siehe Beispiel (2) nach Satz 13.5.2
—o0

n
(2) die Euler-MacLaurin-Formel, die es erlaubt, Summen der Form " f(k) mit Hilfe des Integrals
k=1

n
/ f(x)dx angendhert zu berechnen, indem sie explizit den Fehler angibt
0

(3) man kann den Satz von Taylor auch gut mittels partieller Integration beweisen und bekommt so
sogar noch etwas mehr heraus

(4) der Abelsche Grenzwertsatz wird mittels partieller Summation, eines diskreten Analogons der
partiellen Integration, bewiesen; er fiihrt, zusammen mit den Taylorreihen von log und arctan,
zu den hiibschen Formeln

1 1 1
1,1 1 T
l-gtz—st =2

Die Kettenregel fiir Ableitungen {iibersetzt sich wie folgt.

13.4.2 Satz (Substitutionsregel)

Sind I,I' € R Intervalle, ist s : I — I’ stetig differenzierbar und ist f : I’ — R stetig, dann

ilt: /(fos)-s’:(/f)os

Ist also F eine Stammfunktion fiir f,soist Fos eine Stammfunktion fiir (fos)-s’.

Fir a,b € I gilt: b s(b)
[(gosys=[ "
a s(a)

Achtung: Beim bestimmten Integral dndern sich die Integrationsgrenzen!
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ddx [f(s(x))] :f'(s(x)) 'SI(X), also

Beweis: Falls F' = f, so folgt aus der Kettenregel

(fos) = (f"os)-s.Die Aussage iiber bestimmte Integrale folgt dann aus Teil 2 des Hauptsatzes. O
Beispiele: Ist F eine Stammfunktion fur f, so ist

(1) /f(x +c¢)dx=F(x+c), c € R . Begriindung: Setze s(x) = x 4 ¢, dann ist

[ fs(x)) -5/ () dx = Fls() = F(x +0).

fte) 1

(2) /f(cx) dx = % F(cx), ¢ € R, ¢ #0 . Begriindung: Setze s(x) = cx, dann ist

F(s(x)) = F(cx),

[ st - 8x) dx
flex) ¢

nun teile durch c.

In der Praxis hat man meist ein Integral [h(x) dx auszuwerten, bei dem h(x) einen Ausdruck s(x)

»enthilt«. Um die Substitutionsregel anzuwenden, versucht man, Funktionen f und s so zu finden, dass:

1. h(x) = f(s(x))-s'(x) gilt, und

2. das Integral F(y) = [ f(y) dy ausgewertet werden kann.

Wir verwenden die Variable x fiir Elemente von I und die Variable y fiir Elemente von I’. Nach dem
Satz ist dann [ hi(x) dx = F(s(x)) . Dies ldsst sich besser merken, wenn man formal wie folgt vorgeht:

Verfahren (fiir die Integration mittels Substitution):
Aufgabe: Bestimme I = [ h(x) dx mittels der Substitution y = s(x).

1. Schritt: Leite y = s(x) ab und lose Z—Z = ¢/(x) formal nach dx auf: dx = s’d(%)

2. Schritt: Schreibe h(x) dx = h(x) S/‘Z) = g((’;))

dy und eliminiere x vollstindig mttels y = s(x),

also x = s~ !(y) . Dies fiihrt auf eine Gleichung h(x) dx = f(y) dy , wobei f(y) = % .
3. Schritt: Evaluiere F(y) = [ f(y) dy.
4. Schritt: Riicksubstituiere F(y) = F(s(x)).
Resultat: [ = F(s(x)). ...Am besten sehen Sie sich jetzt erst eins der Beispiele unten an!

Rechtfertigung des Verfahrens: Wende Satz 13.4.2 auf f an. Wegen

£) = £ls(x)) = i ist [ (v dx= [ £(s(0) -5/ (x) dx = F(s(x))

S
Damit dieses Verfahren funktioniert, muss

> f wie in Schritt 2 gefunden werden konnen. Die angegebene Gleichung fiir f setzt voraus, dass s’
nicht verschwindet (denn es steht im Nenner), und dass s invertierbar ist (damit s~1 existiert).

In manchen Féllen (siehe Beispiele 1 und 2 unten) kiirzt sich geniigend viel weg und f ldsst sich
auch ohne explizite Invertierung von s bestimmen, dann braucht man diese Bedingungen nicht.
Denn nach der Rechtfertigung kommt es nur darauf an, dass die Beziehung f(s(x)) s'(x) = h(x)
gilt.

> das Integral / f(y) dy ausgewertet werden koénnen.
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Beispiele:

(1) Aufgabe: Bestimme I = / x - sin (x?) dx . Losung;: Substituiere y = x2.

dy _ _dy ; s (22 s dy 1
Aus = 2x  folgt dx= 5, + somit xsin(x”) dx = xsin(y) 5. = 3 Siny dy, also
I= % /smy dy = —- cosy = —5 cos (x%)
(2) Aufgabe: Bestimme I = / x3 sin (x? — 1) dx. Losung;: Substituiere y = x2 — 1.
dy _ _dy P SR S 3 1 %
Aus I =2x folgt dx= 5y / Somit x sin(x? — 1) dx = ¥®sin(x* — 1) b

= % x?sin(x? — 1) dy
1 .
=5 (y+1)siny dy,
also I:%/(y—l—l)sinydy:%/ysiny+%/sinydy
21 —1ycosy +siny — cosy) = 1 —x%cos (x> —1 + sin x2 —1)). Empfohlen: Gegenprobe!
5 \(TYycosy y ¥) =3 P genp
(3) Aufgabe: Bestimme I = /[ sin (x*) dx. Lésungsversuch: Substituiere y = x2.
3 & & y
Aus W — oy folgt dx = Y somit sin(x?) dx = siny dy _ siny
dx 2x 2 2./7

2

Damit die Funktion x — y = x* invertierbar ist, miissen wir hier auf eins der Intervalle {x:x >0}

oder {x:x <0} einschrianken. Wir wihlten x > 0 und haben daher x durch die positive Wurzel

VY ersetzt. Also siny
/ 2y dy’

Dies konnen wir leider genausowenig auswerten wie das urspriingliche Integral!

Wenn nichts anderes hilft (wie im letzten Beispiel), kann man noch versuchen, den Integranden als Po-
tenzreihe zu schreiben und diese Term fiir Term zu integrieren. Der Einfachheit halber untersuchen wir

dies nur fiir Potenzreihen um Null:

13.4.3 Satz
Hat die Potenzreihe fx) = Z cn x" den Konvergenzradius R > 0,
dann hat die Potenzreihe F(x Z cn ebenfalls den Konvergenzradius R

und ist eine Stammfunktion fiir f .

Mit anderen Worten, Potenzreihen diirfen gliedweise integriert werden.

Beweis: Dies ergibt sich leicht aus der Vertraglichkeit des (bestimmten) Integrals mit gleichméfiiger Kon-

n
vergenz: Sei 0 < b < R. Nach Satz 10.4.4(1) konvergiert die Folge der Partialsummen s,(x) = Y cpxk
k=0

) dt =% / £(t)

auf [0,b] gleichmiBig gegen f. Nach Satz 13.2.7 gilt also /b
su(t
/ Y su(t) d i DL il ist dies gleichbedeutend
a sp(t) dt = cx —— gilt, ist dies gleichbedeutend mit i
0 LA Zkk“ /f(t)dt

Dies zeigt man analog fir b mit —R < b < 0. Schreibt man nun b statt x, so heifdt dies, dass die
Potenzreihe F(x) fiir |x| < R konvergiert (also ihr Konvergenzradius mindestens gleich R ist). Nach
dem Hauptsatz (Teil 1) definiert x — [; f, und damit F, eine Stammfunktion fiir f.

Bleibt nur noch die — weniger wichtige — Kleinigkeit zu zeigen, dass der Konvergenzradius beim Inte-
grieren nicht vergrofiert wird. Dies folgt leicht aus dem Beweis von Satz 11.1.10 unten. O
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Beispiel: Um / sin (x?) dx zu bestimmen, verwenden wir die Taylorreihe von sin,

A=,

. 3
siny =y — > + — —
6 10 3!
Dies ergibt sin(x?) = x? — % + xs—' - -+ mit Konvergenzradius oo, also

Jetzt kénnen wir endlich den analogen Satz fiir die Ableitung beweisen:

[e°]
Beweis (von Satz 11.1.10): Zu x € R mit 0 < |x| < R wihle s mit |x| <s < R.Da } a,x" den
n=0
. . o . s -1 ‘ X | .
Konvergenzradius R hat, konvergiert > a,s" und damitauch 3} a,s" " . Wegen -5 < 1 konvergiert
n=0 n=1

n ('Sﬂ) fir n — oo gegen null, ist also beschrankt. Nach dem Majorantenkriterium konvergiert also

n—1 _ ( n—1 ( ) )
Ay - nNx = ay S n(— .
5 a0 e = 5o
n=

an - nx"~! mindestens gleich R ist.

Ngkd

Wir haben damit gezeigt, dass der Konvergenzradius von g(x) :=

n=1

(o)
Wegen |nay, | > |ay | ist er auch hochstens gleich R. Nach Satz 13.4.3 ist Y a, x" eine Stammfunktion
n=1

[ee]
fiir g. Damit ist auch f(x) = ag + Zl a, x" eine Stammfunktion fiir ¢, also f' = g, was zu zeigen war.0
n=

Bemerkung (zum Beweis): Ableiten ist mit gleichméfSer Konvergenz nicht vertraglich! D. h., aus der gleich-
miBigen Konvergenz f, — f folgt nicht die Konvergenz von f;, gegen f’ (fiir differenzierbare Funktio-
nen f,, n € N,und f). Beispiel: f;(x) = sin(n) , f(x) =0.

Dabher ist der Satz 11.1.10 tiber die Ableitung einer Potenzreihe schwieriger zu beweisen als der Satz

tiber das Integral einer Potenzreihe. Unser Trick war die Verwendung des Hauptsatzes zur Zuriickfithrung
der Ableitungs-Aussage auf die entsprechende Integrations-Aussage.

Man kann Satz 11.1.10 auch ohne den Umweg tiber das Integral beweisen, muss sich aber dann etwas
anderes einfallen lassen, siehe z. B. Konigsberger, Kapitel 9.5.

Es gibt noch viele weitere Tricks und Verfahren, wie man bestimmte Klassen von Integralen in geschlosse-
ner Form berechnen kann. Ich mochte nur ein weiteres Beispiel angeben, das noch einmal die Niitzlichkeit
der komplexen Zahlen selbst bei reellen Problemen zeigt.

Beispiel: Aufgabe: Berechne / e* cosx dx.

Losung: Verwende die Eulersche Formel: ix ..
e = cosx+isinx, also

cosx = Re ¢™, also (¢* reell):

e¥cosx = Re(e*-e™) = Re (eI
Damit folgt:

(Fragezeichen I = /Re(e(1+z’)x) dx 2 Re(/e(l+i)x dx) 2 Re( - (1+z)x)
unten
u 1—1 . 1
lautert = et i = -
erldutert) Re((1+z‘)(1fi) e (cosx+zs1nx)) 5¢ ( cosx—|—151nx))
= %exRe(cosx+sinx+i(—cosx+sinx)) = %ex (cosx +sinx).

Bemerkung (Integrale komplexwertiger Funktionen): Hier wurde die Funktion e(1+i)x integriert. Diese
ist komplexwertig, aber bisher haben wir das Integral nur fiir reellwertige Funktionen definiert.

Die Definition und Herleitung der Eigenschaften bestimmter Integrale tibertragt sich wortwortlich auf
den komplexwertigen Fall (einzig die Monotonie macht hier keinen Sinn, sie wurde auch bisher nicht
verwendet). Der Hauptsatz gilt auch weiterhin, mit demselben Beweis (hier zahlt es sich aus, die Intuition
des Bildes in Formeln tibersetzt zu haben, denn das Bild ist blof3 reell).



134 13 Integration

Insbesondere gilt [u+iv = [u+i [v fiir beliebige stetige Funktionen u,v. Ist f komplexwertige
Funktion und f = u +iv ihre Zerlegung in Real- und Imagindrteil, so folgt . / f= / Re f

denn beides ist gleich [ u. Damit ist das erste Fragezeichen im Beispiel ok. Weiterhin gilt P e =c-e™

auch fiir komplexes ¢ und damit 1
/ecx = Eec" furce C,c #0.
Dies rechtfertigt das zweite Fragezeichen.
Beachte: Die Variable x (also der Definitionsbereich von f) muss weiterhin reell sein, damit das Integral
definiert ist. Es gibt auch einen Integralbegriff fiir Funktionen auf C (sogar zwei davon: Flachen- und
Wegintegrale), hier muss man sich aber viele neue Gedanken machen. Dies ist eins der Hauptthemen der

Funktionentheorie (Analysis IV).

13.5 Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir | ah f nur unter der Voraussetzung definiert, dass f auf dem abgeschlossenen Intervall
[a,b] definiert und (stiickweise) stetig ist (bzw. Regelfunktion, was nur unwesentlich allgemeiner ist). In
vielen Fillen ist es niitzlich, auch Integrale wie ® 1 1
/ — dx oder /0 ;dx
1

zu betrachten, wo der Integrand an einem Endpunkt (oder beiden) des Integrationsintervalls nicht defi-
niert ist, und dort auch nicht stetig fortgesetzt werden kann. Diese Beispiele beschreiben »unendliches,
genauer unbeschrinkte Flichen. Kann der Flicheninhalt trotzdem endlich sein?

Ahnlich wie bei Reihen, wo die unendliche Summe als Grenzwert endlicher Summen definiert wurde,
liegt es nahe, solche Integrale als Grenzwerte von Integralen {iber kleinere abgeschlossene Intervalle, auf
denen der Integrand definiert ist, zu definieren.

Wie bei Reihen kann dieser Grenzwert existieren oder nicht, daher gibt es konvergente und divergente

Integrale.
13.5.1 Definition
Seien a,b € R, a < b (also —0 <a<b<oo), und sei f: (a,b) — R stetig.

b
Wir nennen / f ein uneigentliches Integral . Es konvergiert, falls die folgenden Grenzwerte
a

existieren, die dann seinen Wert definieren:

(a) Falls f bei a definiert und stetig ist,

S0 sei /b f(x) dx = ﬁlir?_ /ﬁf(x) dx

(b) Falls f bei b definiert und stetig ist, , ,
so sei / f(x) dx := lim / f(x) dx
a o

a—a+

(c) Im Allgemeinen: Wihle ¢ € (a,b) b . b
und definiere: / f(x) dx = / f(x) dx + / f(x) dx
a a @

def. in (b) def. in (a)

b
Fir Teil (c) ist nachzupriifen, dass / f unabhingig von der Wahl des Unterteilungspunktes c ist
. a
(Ubung).
Diese Definition ist konsistent mit der Definition »eigentlicher« Integrale, da im Fall, dass f stetig auf
dem abgeschlossenen Intervall [a, b] ist, die Gleichungen in (a) und (b) gelten —jetzt nicht als Definitionen

gesehen. (Ubung! Vergleiche Hauptsatz, Teil 1).
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Beispiele:
(1) Dieses Beispiel sollten Sie qut kennen! Es kommt in vielen Zusammenhingen vor.

00 B
Sei s € R. Untersuche / 1 dx = lim x5 dx.
1 X p—co J1
P 1 1-s 1-s
= 1—s (/3 - 1 ) N

xferl
—s+1

B
Erster Fall, s # 1 : / x Sdx =
1

1

B

Zweiter Fall, s =1 : / xldx = logx|f =logB —logl =logp.
1

0 falls 1—s<0 (also s>1)

Wegen lim pl=5 = { und log B Limial folgt:
p—eo co falls 1—5s>0

o]
Loy konvergiert < s>1
1 X

Offenbar ist es hier irrelevant, dass das Integral bei 1 beginnt. Jede andere positive Zahl tut’s auch.
Ahnlich zeigt man:

1
/ ls dx konvergiert < s <1
0 X

(o]
Hieraus ergibt sich sofort, dass / % dx fiir alle s € R divergiert.
0

o B
(2) Fur ¢ > 0 ist / e ““dx = lim e “dx = lim 1 efcx}g = lim 1 (efcﬁ -1) = 1
0 /3—>oo 0 /3—>oo —C [3—»00 —C Cc

/ e dy =1 (c>0)
0 ©

Dies gilt auch fiir ¢ € C mit Rec > 0, mit demselben Beweis.

(3) /C>o 1 dx=lim ’ 1 dx=lim [arctanx}ﬁ} = lim (arctan f — arctan0) = z
0 1+x2 B—oo Jo 14 x2 Jimmess 0 B—oo 27
0 1 ©
Wegen Symmetrie hat / ———5 denselben Wert, also folgt: / 1 dx — 71
—oo 14+ x oo 1422

In mancher Hinsicht dhneln uneigentliche Integrale den unendlichen Reihen.

13.5.2 Satz (Majorantenkriterium fiir uneigentliche Integrale)

Seien —co <a <b<oo,und f,g:(a,b) — R stetig. Falls

> | f(x)| < g(x) fiir alle x € (a,b), und
b

> / g(x) dx konvergiert,
a

b
so konvergiert auch / f(x) dx. Insbesondere:
a

b b
Falls / | f(x) | dx konvergiert, so konvergiert auch / f(x) dx.
a a

b b
Analog zu Reihen nennt man / f(x) dx absolut konvergent, wenn / | f(x) | dx konvergiert.
a a

Beweis: Analog zu Reihen (Cauchy-Kriterium). O
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Beispiele:
(1) Dass wir das Integral / H-% dx explizit berechnen konnten war ein gliicklicher Zufall. Seine
—o00
Konvergenz hitten wir auch wie folgt einsehen kénnen:
Motiviert durch H—% < % (fur alle x), sowie durch die Konvergenz des Integrals von % iiber
das Intervall [1,c0) (und analog iiber (—co, —1]), schreiben wir
*© 1 1 ! *© 1
/_0071+x2 dxf/_oo i dx+/_1 i der/l i dx
Das erste und das dritte Integral konvergiert nach dem Majorantenkriterium, und das mittlere kon-
. 1 ..
vergiert, da e auf [—1,1] stetig ist.
*© sinx sin x
(2) Konvergiert / —~ dx? Beachte zunéchst, dass der Integrand wegen lin}) - = 1 stetig nach
0 X

x = 0 forgesetzt werden kann (durch den Wert 1). Daher befinden wir uns in Fall (a) der Definition.

sin x
X

dx untersuchen.

(o)
Fir die Konvergenzeigenschaften kdnnen wir stattdessen das Integral /
1

Das macht die folgenden Rechnungen etwas einfacher.

. (o]
1. Versuch: Wegen |sinx| < 1 ist ’su;x‘ < % Das Integral / %dx divergiert aber, daher gibt
1
o0 .
dies keine Information tiber / Y g
1

o0 .
. . o . . smx
Es ist nicht schwierig zu zeigen, dass sogar / ‘
1

’ dx selbst divergiert.

2. Versuch: Wir verwenden direkt die Definition der Konvergenz. Dann integrieren wir partiell:

B si p P rp
lim T dx = lim 1 ginx dx = lim [1-(—cosx) —/ (—lz)(—cosx) dx}
B—o J1 X B—oo J1 i‘ T p—oo | X 1 1 X

v

— lim 1 (—Cos‘[ﬂ)—i—cosl—/wicosxdx = Cosl—/oolcosxdx
B p 1 X B 1 X2 '

B—o0

1
2

Cos x
x2

Ccos x
x2

p
Das uneigentliche Integral ﬁlim / dx konvergiert wegen ‘ ‘ < — nach dem Majoranten-
—00 J1

[ee]
. . 1 .
kriterium, und weil / 2 dx konvergiert.
1

Bemerkung: Was ist hier passiert? Es lohnt sich, dies etwas genauer zu verstehen. Diese Art von
Argumentation wird uns spéter (bei Fourierreihen) wiederbegegnen.
Intuitiv:

> Das Integral [;* % dx konvergiert nicht absolut, da die Funktion % fiir x — oo im Betrag

nicht schnell genug gegen null strebt.

> Das Integral konvergiert aber, da sich die positiven und negativen Anteile ausreichend wegheben

(sie wechseln einander fiir wachsendes x ab).
L I . . e
Dies ist ganz dhnlich zur alternierenden Reihe )" pral
n=1
Umsetzung der Intuition: Die partielle Integration ist ein exzellentes Hilfsmittel, um dieses Phanomen

des »Weghebens« exakt zu analysieren. Wie kommt es, dass g fur x — co schneller abfillt als
X

sin x

? Zwei Dinge spielen zusammen:

1. ;21 , die Ableitung von % , féllt schneller ab als % selbst. Dies ist das typische Verhalten fiir rationale
X

Funktion; es driickt unter anderem aus, dass diese nicht oszillieren.
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2. —cos x, die Stammfunktion von sin x, ist beschrankt. Dies ist Ausdruck des »Weghebens« positiver

und negativer Teile.
Solche Phianomene des »Weghebens« stecken im Kern hinter einigen der schwierigsten Problemen der
Mathematik (etwa der schon frither erwahnten Lindelof-Hypothese).

Mit Hilfe unbestimmter Integrale erhalten wir ein weiteres niitzliches Kriterium fiir die Konvergenz von
Reihen.

13.5.3 Satz (Integralkriterium fiir die Konvergenz von Reihen)
Ist f:[1,00) — R stetig, monoton fallend und nicht-negativ, dann gilt:

E f(k) konvergiert genau dann, wenn / f(x) dx konvergiert.
1
k=1

Beispiel: Sei s € R, s > 0. Man wende das Integralkriterium auf die Funktion f(x) = xl an und
verwende die schon bewiesene Konvergenzaussage tiber ihr Integral.

(o)

1 :
Z = konvergiert < s>1
k=1

Die Fille s =1 und s = 2 kannten wir schon.
Beweis: Sei k € IN. Wegen der Monotonie gilt
flk) > f(x) > f(k+1) fir k<x<k+1.

Durch Integrieren folgt k1 k1 k+1

flk) = f(k)dx > (x) dx > ; flk4+1)dx = f(k+1).

k k
Addiert man dies fiir k =1,...,n, so erhdlt man, mit

5w =32 f00) und ty = [ flx) d,
2 J
Sn 2 tpy1 = Sp _f(l) .

Daraus folgt: (s,) ist genau dann beschrankt, wenn (f,) beschriankt ist. Wegen f > 0 gilt: > f(n) ist

n=1

genau dann konvergent, wenn (s;) beschrankt ist. Analog: / f(x) dx ist genau dann konvergent, wenn
1

(tn) beschréankt ist. Daraus folgt die Behauptung. ]

Aus dem Beweis erhilt man sogar eine etwas genauere Aussage:

13.5.4 Satz
Ist f:[1,00) — R monoton fallend, f >0 und f stetig, dann konvergiert

n+1 "
an:/l £(%) dx—kgf(k) B = 6o

Beweis: Die Ungleichungen im vorigen Beweis zeigen a, —a,_1 = n”'H f(x)dx— f(n) <0,alsoist (a,)
monoton fallend, und a, = t,;41 — (sp01— f(n+1)) > —f(1)+ f(n+1) > —f(1), also ist (a,) nach
unten beschrinkt — somit konvergiert (ay). ]
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Beispiele:

(1) Wie schnell divergiert die harmonische Reihe? Wir wissen, dass 1 + % + % +. 4+ % fir n — oo

()

gegen unendlich geht. Wie schnell? Antwort: Logarithmisch, in folgendem sehr prézisen Sinn:

1
lim (1 + % + % +...+ % —log n) =: ¢ | existiert. Beweis: Wende den Satz mit f(x) =

— an.
n— 00 X

"1 " 1.1
. n .
Esist —a,_1 = kgl P */1 - dx.Da /1 p dx = log x|, = logn —log1 = logn, ist 1+§+§+...+
1 1 1 . .
o logn = —a,_1+ . Da (a,) und (E) konvergieren, folgt die Behauptung.
Die Zahl 7 heif$t » Euler-Mascheroni-Konstante «. Es ist unbekannt, ob -y rational ist!

oo

Z ! divergiert. Denn f(x) = ! (fir x > 2) ist monoton fallend (sowohl x als auch
n-logn xlog x

n—

log x wachsen monoton), und mit der Subsitution y = log x ist dy _ %, also dx = x dy. Somit ist

1 1
xlog x ax = y dy, und daher /xl;gx dx = /; dy =logy = loglog x,
also

——— dx = loglog x|; = loglog B —loglog2 —— 0.
2

xlog x
Die Divergenz ist doppeltlogarithmisch, also extrem langsam. Ahnlich zeigt man (Ubung), dass
[ee]
1 .. .
Z n(logn)® fiir s > 1 konvergiert.
n=2
1

[ee]
i h i _ 7
Wie stehts mit ,;3 nlog nloglog
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